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Resumen

En este trabajo presentamos y analizamos un método numérico de elementos finitos
H(div)-conforme para un modelo de flujos bioconvetivos que describe la hidrodindmi-
ca de microorganismos gravitatorios inmersos en un fluido de cultivo viscoso e im-
comprensible. El modelo consiste en un sistema tipo Navier-Stokes, para describir la
velocidad y la presion del fluido, acoplado a una ecuacion de conservacion celular pa-
ra la concentraciéon de microorganismos. El esquema numérico se basa, por un lado,
en la técnica de Galerkin discontinuo de penalizacién interior simétrico y en un enfo-
que upwind para el término convectivo no lineal de las ecuaciones de Navier-Stokes.
Para la ecuacién de concentracion se emplea un método de elementos finitos primal
estandar/conforme. Se utilizan los espacios de elementos de Brezzi-Douglas-Marini
(BDM) de orden k para la velocidad, preservandose asi la condicién de incompresibi-
lidad del fluido a nivel discreto, elementos discontinuos de orden k—1 para aproximar
la presién y los elementos finitos de Lagrange de orden k para la concentracién. La
existencia y unicidad de los resultados son demostrados rigurosamente tanto para el
problema continuo, como para el discreto, haciendo uso de los Teoremas de punto
fijo de Schauder y Brouwer, respectivamente, y también se derivan las estimaciones
a priori 6ptimas del error de la aproximacion.

Palabras clave: Bioconvecciéon, método de elementos finitos, método de Galerkin
discontinuo, elementos de divergencia conforme, teoria de punto fijo, analisis del error

a priori.
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Capitulo 1

Introduccion

La convecciéon causada por la concentraciéon de microorganismos inmersos en un
fluido se llama Bioconveccién. Este fenémeno consiste en un movimiento natural
de microorganismos que puede ser causado por diferentes factores externos como
la gravedad (gravitaxis), luz (fototaxis), oxigeno o comida (quimiotaxis), gradientes
de temperatura o combinaciones de éstas [16]. El estudio de flujos bioconvectivos
permite una mejor comprension de varios procesos biolégicos que tienen aplicaciones
diversas en investigacion bacteriana, el diseno de biorreactores de cultivo celular asi
como en la tecnologia de biocombustibles de algas, entre muchos otros, con novedosas

implicaciones médicas, de bioingenieria y farmacéuticas [3], 12].

Un modelo matematico para describir la hidrodinamica tridimensional de los micro-
organismos gravitatorios se encuentra en [I3] [I5]. En estado estacionario, el modelo
describe el campo vectorial de velocidad u = (u;)1<;<3, €l campo escalar de presién

p v la concentracién ¢ de microorganismos en un fluido cultivo 2 C R? mediante el



sistema de ecuaciones diferenciales parciales

—pAu+ (u-Viu+Vp=f—(1+vp)g y divu=0 en Q, (1.1a)

—divJ =0 donde J=(u+Uiz)p—kVyp en Q, (1.1b)

es decir, un sistema de tipo Navier-Stokes acoplado a una ecuacion de conser-
vacion celular para el flujo J de los microorganismos. Aqui, los datos son la
viscosidad g > 0, una fuerza externa distribuida por volumen f, el campo vectorial
gravitatorio g, la constante de la tasa de difusion k, la velocidad media de nada-
do ascendente de los microorganismos U, el vector unitario en la direccion vertical
iz = (0,0,1)" y la constante v := py/pm — 1 > 0 que depende de la densidad de
los microorganismos py y de la densidad del fluido de cultivo p,,. Mayor precisién
en cuanto a hipdtesis de regularidad sobre estos datos asi como las condiciones de

frontera a considerar se establecen en la Secciéon del capitulo siguiente.

El primer analisis matematico formal del problema de Bioconveccion fue llevado
a cabo en [17]. Alli, los autores muestran existencia de solucién para el problema
estacionario considerando la velocidad media U lo suficientemente pequena. Ademas,
se establecen condiciones para la existencia de una solucion débil global del problema
no estacionario. Posteriormente, [4] generaliza los resultados de [17] considerando el
caso en el que la concentracion de los microorganismos puede afectar a la viscosidad
efectiva del fluido. Demuestran resultados de existencia de soluciones débiles y fuertes
en el caso estacionario, también bajo la hipotesis de que el dato U es pequeno.
Asimismo, establecen un resultado de unicidad de soluciones débiles. Posteriormente,
el andlisis de este tltimo trabajo se extiende en [§] para establecer la existencia y
unicidad de soluciones periddicas. Por su parte, en [2] se aborda el problema de

estimar las tasas de convergencia para el error cuando se utilizan aproximaciones

espectrales de Galerkin para el modelo (|1.1)).




Algunos trabajos que abordan la simulacién numérica y/o el anélisis de estabilidad
de microorganismos gravitacionales en dominios bidimensionales son [6, 1T}, 14]. Has-
ta lo que conocemos, los tinicos andlisis de elementos finitos realizados para el modelo
de bioconveccion (|1.1)) son [5] y [23] en los cuales se considera que la concentracién
es dependiente de la viscosidad. En [5] se propone y analiza un método de elementos
finitos primal estdndar. Se establecen resultados de existencia (para U suficiente-
mente pequenia) y de unicidad para los problemas continuos y discretos, asi como
un resultado de convergencia. El desempeno y la precision de la técnica numérica se
ilustran en el caso 2D, incluyendo un ejemplo con datos obtenidos de experimentos
en laboratorio. Aqui, los autores utilizan el elemento finito Taylor-Hood de segundo
orden para aproximar la velocidad y la presion, mientras que para la concentracién

se utilizan polinomios cuadraticos a trozos.

Por otra parte, en [23] los autores presentan un método de elementos finitos mixto.
Alli, ademéas de las variables fisicas originales, los autores introducen el tensor de
deformacion, el tensor de vorticidad, un tensor de pseudoestrés y una incégnita vec-
torial que depende de la velocidad del fluido, la concentracién de microorganismos
y su gradiente, como variables adicionales. Usando un enfoque de punto fijo y com-
binando el teorema de Lax-Milgram con el teorema clasico de punto fijo de Banach
y Brouwer, se establecen la existencia de soluciones para los problemas continuo
y discreto (asumiendo U suficientemente pequena), bajo supuestos de regularidad
adecuados, una eleccién factible de parametros de penalizacién y, en el caso dis-
creto, para cualquier familia de subespacios de elementos finitos. Se demuestra una
estimacién de Céa correspondiente y limites de error éptimos a priori para la solu-
cién de Galerkin. Los experimentos numéricos en dos y tres dimensiones ilustran el

rendimiento de la técnica y respaldan las tasas de convergencia esperadas.

De acuerdo a lo anterior, inspirados por los trabajos [19, 28], en esta tesis preten-

demos desarrollar y analizar un nuevo método de elementos finitos basado en apro-
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ximaciones H(div)—conformes para simular el fendmeno de Bioconveccion que esta
descrito por el problema . En particular, se busca que el método posea mayor
flexibilidad respecto a los espacios de elementos finitos y que se preserve la condicién
de incompresibilidad del fluido a nivel discreto. De este modo, tras reescribir el pro-
blema fuerte en una formulacion débil estandar, derivamos estimaciones a priori para
las soluciones y empleando un enfoque de punto fijo demostramos existencia de so-
luciones por el teorema de punto fijo de Schauder (para U suficientemente pequena).
Ademas, la unicidad se establece suponiendo que los datos son suficientemente pe-
quenos.

Se presenta luego un método de elementos finitos discontinuo en las ecuaciones del
fluido y un método conforme en la ecuaciéon de concentracién. Con mas precision,
procediendo como en como en [28], nos basamos en la técnica de Galerkin discontinio
de penalizacion interior simétrica estandar y un enfoque upwind para formular el es-
quema discreto asociado con las ecuaciones del fluido. En cuanto a las ecuaciones de
concentracion, se propone un esquema de elementos finitos conforme. Los subespa-
cios utilizados son los de Brezzi-Douglas-Marini (BDM) de orden k para la velocidad,
los cuales producen velocidades discretas con divergencia nula y elementos discon-
tinuos de orden k — 1 para la presion. Utilizamos los elementos finitos de Lagrange
para aproximar la concentracion. De forma similar al caso continuo, demostramos
resultados de existencia usando el teorema de punto fijo de Brouwer y la unicidad
se sigue bajo hipdtesis de data pequea. Finalmente, se lleva a cabo estimaciones de

error a priori de manera rigurosa y se establece que éstas son del orden 6ptimo.




Capitulo 2

El problema modelo

En este capitulo introduciremos y analizaremos la formulacién variacional de
nuestro problema modelo. Para ello, en la Seccion primeramente estableceremos
notaciones y definiciones preliminares junto con las espacios funcionales con los que
trabajaremos. Alli también estableceremos con precisién las hipotesis de regularidad
sobre los datos involucrados en el modelo y las condiciones de frontera a considerar.
En seguida, en la Seccién [2.2] procederemos a escribir el problema en su forma
débil y discutiremos las propiedades de estabilidad de las formas involucradas. En la
Seccion derivaremos estimados a priori de soluciones y, tras reescribir el problema
débil equivalentemente como un problema de punto fijo, demostraremos existencia
de soluciones usando el teorema de Shauder. La unicidad se establecerd en seguida

bajo una hipdtesis de data pequena.

2.1. Notaciones y definiciones preliminares

Dominio y espacio de funciones. El modelo que se considerara serda en un
dominio espacial en tres dimensiones abierto y acotado €2 con frontera poliédrica I'

con un vector exterior unitario normal n = (n,ng, n3)". Emplearemos la notacién



2.1. Notaciones y definiciones preliminares

estandar para espacios de Lebesgue y Sobolev. En particular, W*?(§2) (s > 0) re-
presenta a las funciones en LP() (p > 1) cuyas derivadas, en sentido distribucional,
hasta el orden s, estan en LP(f)), y sus respectivas normas y seminormas son deno-
tadas por || - ||lsp.0 ¥ | - |sp., respectivamente. Como es habitual, en el caso p = 2, se

escribird H*(2) := W*2(Q), || - [so == sz ¥ | laa ==+ [spa-

El clasico espacio de funciones cuadrado integrables con media nula en €2 serd deno-

tado por LZ(). Usaremos el subespacio cerrado de H*({2) dado por

HYQ) == HY(Q)NLA(Q) = {1/) € H'(Q) : /¢ = 0}, (2.1)

para el cual, gracias a la desigualdad generalizada de Friedrichs-Poincaré, existe

Crp > 0 (dependiendo sélo de Q y T'), tal que

[¥lhe < Crp e Yo HY(Q). (2.2)

También definimos los siguientes espacios de Hilbert a valores vectoriales

H(div,Q) := {W € [L*(Q)? : div w € L*(Q) } ,
H(div,Q) := {w € H(div,Q) : w-n =0 sobre I'},
H(div®,Q) := {w € Hy(div, Q) : divw=0 en Q}.

Finalmente, recordamos que la inclusién de Sobolev H'(2) < L4(£2) se cumple para
1 < ¢ <6 cuando 2 C R? (en el caso de dos dimensiones, es valido para 1 < g < 00).
En particular, significa que existe una constante positiva C's,, > 0, dependiendo sélo

sobre el dominio, tal que

[¥lloge < Csopll¢llie  para g € [1,6]. (2.3)




2.1. Notaciones y definiciones preliminares

Condiciones de frontera e hipdtesis sobre los datos. Para completar el sistema
(1.1)), consideraremos una condicién de no deslizamiento para la velocidad del fluido

y que no hay flujo de microorganismos sobre la frontera, es decir,
u=0 sobre I' yv J-n=0 sobre I'. (2.4)

También suponemos que ningin microorganismo puede salir o entrar del dominio
fisico. Esto significa que la masa total de microorganismos es conocida, fijada y dada

por una constante, concretamente, o > 0, es decir,

1
ﬁ/nga. (2.5)

En cuanto a los datos que aparecen en (1.1]), suponemos que la viscosidad pu, la
constante v, la constante de difusion k y la velocidad media de nadado ascendente
de los microorganismos U son constantes positivas. Ademds, como en [4, [5, [17],

asumimos que U es suficientemente pequeno de manera que

K

U v 2.6

donde CFp es la constante de Sobolev que aparece en la desigualdad de Friedrichs-
Poincaré .

La norma || ||, sin subindices, se usard para denotar la norma natural de un elemento
o de un operador en cualquier espacio producto. Eventualmente denotaremos por
C a cualquier constante genérica y positiva que, a menos que se especifique, sera

independiente de cualquier parametro de malla y de datos.




2.2. El modelo de flujos bioconvectivos y su forma débil

2.2. El modelo de flujos bioconvectivos y su forma
débil
Para empezar, observe que después de desarrollar (1.1b)), la ecuacién de con-
centracion celular toma la forma —kAp +u- Ve + Ua_QO = 0 en 2. Por lo tanto,
T3
el hecho que una eventual solucion ¢ satisfaciendo esta ecuacion diferencial parcial

sea Unica salvo una constante aditiva, nos motiva a definir la concentracién auxiliar

Yo = @ — a, que acorde con la restricciéon de masa total (2.5)) satisface

/Q Yo = 0. (2.7)

Luego, reemplazando ¢ = ¢, + « en (1.1)) se tiene que

—pAu+ (Vuju+Vp= f,—(1+7¢s)g en Q,

- (2.8)

8.1'3

—kAp, +u-Vp, +U =0 en

donde f, := f — gyais. A su vez, las condiciones de frontera (2.4)) se reducen a

g
on

u=20, y K —n3Uyp, = nzUa sobre TI'. (2.9)

Para simplificar la notacion, en adelante omitiremos los subindices respecto a « vy,
sin que esto genere confusion, volvemos a renombrar f := f_, v ¢ := ¢,. De acuerdo
a esto, (2.7)-(2.9) son equivalentes al siguiente sistema de EDP’s (con concentracién

auxiliar): Encontrar u, p y ¢ tal que

—pAu+ (Vu)u+Vp=f—-—(1+vp)g, y divu=0 en 9

—FJAQO—{'U.'VQO—FU@—SD:O en £, con /gpz(), (2.10)
O3 Q

0
u=0 1y maﬁ—n3U¢:n3Ua sobre I'.
n




2.2. El modelo de flujos bioconvectivos y su forma débil

Es claro, que una eventual solucién p para tiene que pertencer a LZ(Q) (ver
[9], por ejemplo) y por la tltima condicién de la segunda fila de la concentra-
cién auxiliar ¢ tiene que pertenecer al espacio H'(€) = H'(Q) N L3(Q2) (ver (2.1))).
Tomando esto en cuenta, para derivar la formulacién variacional estdandar de (2.10)),
simplemente multiplicamos las ecuaciones en ([2.10) por funciones test apropiadas
v e [HYQ)?, g € L2(Q) v ¢ € HY(Q), integramos sobre el dominio, luego usamos
formulas de integraciéon por partes en los términos de difusion y tras incorporar las
condiciones de frontera , obtenemos la siguiente formulaciéon débil: Encontrar

(w,p,¢) € [HY(Q) x L§(Q) x H'() tal que
d‘s(uvv) + %S(u;u’v) - ‘@S(V7p) = ﬁs(gp;v)’
$5(u,q) = 0, (2.11)
(0, 0) + € (W, y) = FOY),
para todo (v, q,1) € [HL(Q)]? x L2(Q) x H*(Q). Donde las formas bilineales &75(-, -) :
[HE(Q)]? x [HEQ)]? - Ry Z°(-,) : H(Q) x HY(Q) — R estan definidas por

% (,v) :,u/Vu:Vv y % (p, 1) :KJ/VQD'V’Q/J - U/goa—w, (2.12)
Q Q o O
respectivamente, €° : [HL(Q)]? x [HE(Q)]? x [HYQ)]P — Ry €° : [HYQ)]? x
HY(Q) x H(2) — R estdn dadas por

“wiuv) = [

Q

(Vaw-v, v C(wip) = / (W Ve)d,  (213)

Q

respectivamente, y la forma %7 : [H} (Q)]? x LE(Q) — R es

B3 (v,q) = /quiv V. (2.14)




2.2. El modelo de flujos bioconvectivos y su forma débil

A su vez, con respecto a las formas del lado derecho en ([2.11)), para una funcién dada
¢ € HY(Q), la forma Z5(¢; ) : [H'(Q)]Y — Ry la forma .Z° : H(Q) — R son
los funcionales definidos por

7o) - [

(f~(+10)g) v v F°0) = Va [mu.  (219)
Q r
El siguiente lema establece las propiedades principales de las formas ([2.12)-(2.15)).

Lema 2.2.1. (a) Las formas &/5(-,-) : [H(Q)]® x [HHQ)]? = R y
() HY(Q) x HY(Q) — R definidas en son acotadas 1 coercivas.

(b) La forma 2° : [H(Q)]? x L3(Q) — R definida en (2.14) es acotada y satisface

la condicion inf-sup

B (v, q
sup 2D S Blalhe Vae L2(9). (2.16)
ve[HL ()¢ [v]l1,0
v#0

(c) €% [Hy(Q) x [Hy () x [H () — Ry : [Hy(Q)] x H(Q) x H'(Q) —
R (cf. ([2.13)), las formas trilineales son acotadas. Mds aiin, €° y € satisfacen

la propiedad anti-stmétrica
G (wiu,v) = =5 (wiv,u) y 9w ) = —C%(wi,p)  (217)

para todo w € Hy(div®, Q), u,v € [HY(Q)]? y p,v € H(Q).

(d) Las formas F5(¢; -) : [HY(Q)]? — R (¢ dada en H'()) y Z€ : HY(Q) —
R (cf. ([2.15)) son acotadas.

Demostracion. (a) Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

(S v)| < wlulelvie v |90 < (54 0) Il e, (218)

10



2.2. El modelo de flujos bioconvectivos y su forma débil

para todo u,v € [HY(Q)]? v o,v € HY(Q). La elipticidad de .&7° se desprende de la
desigualdad de Poincaré en [H](2)]3. En efecto,

(v, v) = plvlig = pCeillviiig Vv e [Hy(Q))". (2.19)

En cuanto a la forma 7, esta es facil de chequear por la desigualdad de Friedrichs-
Poincaré (2.2) en H 1(Q), las desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Young, obte-

niendo que

0 1
S0 = wIVlte ~U [ 055 2 sCit ol — 3U(IWIEn + IV6lGe).

1'3_

Por lo tanto, como [|[9[|7q = [[¥[50 + IVY|5q ¥ gracias a la hipétesis (2.6, se sigue

que € es H 1(Q)—coerciva con constante kCpp — %U > (. Mas precisamente,
c . 2 71
W, 0) 2 (wCeE = 5U )wlte Vv e A(Q). (2:20)
(b) Es facil ver que por las desigualdades de Cauchy-Schwarz y Young que

#5(@.v)| < laloo Idiv vioe < Cllaloelvihe o€ L@, Vv e [HYQPF,

(2.21)

y entonces #° es acotada. La condicién inf-sup (2.16|) es una propiedad bastante conocida
que proviene del hecho de que el operador de divergencia es un isomorfismo desde X en

L3(Q) (y por lo tanto, es sobreyectivo), donde X representa el nticleo de B3, que es,

X = {v € [HH Q) . BS(v,q) = 0, Vg e Lg(Q)}
(2.22)
= {v c[HY ) : divv = 0}.

Esto puede consultarse en [25 Corolario 1.2.4] y omitimos mayores detalles.

11



2.3. Buen planteamiento de la formulacién débil

(c) Por las desigualdades de Holder y Sobolev (ver (2.3)), se deduce que

IN

€5 (wiu,v)| < IWlbaal VuloglVioas < Cson IWlhalulia Ve, (223)

6w, )|

IN

[wllo.g. Vel lldllog.e < Csob Wlhielleliell¢lie, — (2.24)

para todo w,u,v € [H'(Q)]?y ¢,v € H'(Q). Por otro lado, la propiedad anti-simétrica
, la cual demostramos tras usar una integracién por partes y el hecho que w €
H(div®, Q).

(d) Sea ¢ € H*(Q) dado. Entonces, usando las desigualdades de Cauchy-Schwarz, triangu-

lar y Holder obtenemos que

(75 @v)| < {IFloa + (02 +2ilo0) gl IVILe. (2:25)

A su vez, para el funcional .Z ¢ se sigue por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y de trazas

que

(79 @)| < Ualt 2|10 (2.26)

Despties de lo demostrado en el Lema [2.2.1] estamos en posicion de dar inicio al

buen planteamiento del problema.

2.3. Buen planteamiento de la formulacién débil

Notar que gracias a la condicién inf-sup (2.16) que satisface la forma bilineal

P (-,-), y establecida en el Lemal[2.2.1] se sigue que el problema ([2.11)) es equivalente

al siguiente problema reducido al nicleo X (definido en (2.22))): Encontrar (u, ) €

12



2.3. Buen planteamiento de la formulacién débil

X x HY(Q) tal que

A5, v) + C5(wu,v) = F(p;v),
(2.27)
T (o)) + € (0 0,0) = FY),

para todo (v,7) € X x H(). Para abordar el andlisis de solubilidad de este
problema, comenzamos por derivar las estimaciones a priori de las soluciones (Seccién
con el fin de emplear después un enfoque de punto fijo adecuado que nos
permita establecer resultados de existencia y unicidad (Seccién [2.3.2).

2.3.1. Estimaciones a priori y enfoque de punto fijo

Teorema 2.3.1. Asumiendo que (2.6) se satisface, entonces cualquier solucion (u, )

de (2.27) cumplen las estimaciones a priori
||u||17Q < Cl(:“’aaa K, U7f>g) ) ||()0||17Q < CQ(av K, U), (228)

donde

Ci(p .U, £,9) = 17 Cio{ I Floe + (1912 +1Cale 1) )llgllooa } » (2:29)

1 —1
Cola, 5, U) = (ﬁc;g - 5U) Ua|T|V2. (2.30)

Demostracion. Basta ver que si (u, ) es una solucién de ([2.27) entonces al tomar
v =uy ¢ = ¢ alli, luego usando que €°(u;u,u) = 0y €°(u;p,¢) = 0 segin la
propiedad (2.17)) de las formas trilineales 6 y ¢“, encontramos que

A (pruu) = F(pa) vy F(p,0) = F(p). (2.31)

13



2.3. Buen planteamiento de la formulacién débil

Ahora, usando la elipticidad de &/ (cf. (2.20)) y la cota de F¢ (cf. (2.26))) en la
segunda ecuacién de ([2.31)), obtenemos que

_ 1
(kCet =50 )llelBa < 179 < Uall2igla,
y tras simplificar y usar la suposicién ({2.6]), tenemos
1 -1
el < Uall]2(wCr=5U)

que da la estimaciéon deseada en ([2.28]) para ¢. A su vez, utilizando ahora la coer-
cividad de la forma bilineal &7 asi como la cota para .#° (ver (2.19) y (2.25),

respectivamente), encontramos a partir de la primera ecuacién de (2.31)) que

pCE g < [ #56esw)| < {1flon + (9072 + 3 lellon) lgllea e

Por lo tanto, la estimacién deseada para u simplemente se obtiene después de sim-

plificar y utilizar la cota del estimado a priori ya obtenido para .

A continuacion, consideraremos una versién linealizada y desacoplada del proble-

ma ([2.27) definida como: Dado (w, ¢) € X x H'(2), encontrar (u,¢) € X x H (Q)

tal que
5w, v) + €%(w;u,v) = F5(¢;v),
(2.32)
Ao, ) + € (wip,0) = FOL),
o equivalentemente,
o (Wi (w,9), (v, 9)) = F(¢: (v,0) V(v,¢) € X x H(Q). (2.33)

14
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donde,

o (wi (w,9), (v,9)) = &%, v) + €5 (wiu,v) + (g, ) + € (w; 0. ) (2.34)

F (b (v, 1) = Feyv) + FO(U), (2.35)

para todo (v,9) € X x H 1(Q). En segundo lugar, consideremos el operador solucién

asociado al problema ([2.33)),

L X xHY(Q) — X xHY(Q)
(2.36)
(W, 0) — (u,9):=2Z(w,0),

donde, (u, ) corresponde a la solucién del problema (0, equivalentemente, al
problema ) Se deduce entonces que cualquier soluciéon del problema es
un punto fijo del operador .. En otras palabras, tenemos la siguiente equivalencia
crucial

(u, ) es solucién a  ([2.27) = (u,p) = Z(u,p). (2.37)

Ciertamente, primero tenemos que comprobar que el operador .Z efectivamente estda

bien definido. Ese es el objetivo del siguiente resultado.

Lema 2.3.2. Bajo las hipdtesis del Teoremal|2.3.1}, el operador £ estd bien definido.

Demostracién. Sea (w,¢) dado en X x H'(€2). Entonces, por definicién de <7 (w: -, -)
(cf. (2.34)), la desigualdad triangular, las cotas (2.18) de las formas &/ y &€, y

los estimados (2.23) y (2.24) para las formas trilineales € (w;-,-) vy € (w;-,"),
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respectivamente, y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, encontramos que

| (w; (u,0), (v, )| <[5 (V)| + |[€5(wiu,v)| + [ (0, 0)] + |69 (Wi 0, 0)]|

< pllulliellviiie + Csebllwliallulliellvliiie + (5 +U)l¢ellelldlie
+ Csobl[Wll1allell0ll¥le

< 2méx{ My K+ Ua CSobHW

vo} (lalhelvive + lelolvlie)

< L[, @ (v, )

y entonces 7 es acotada en X x H! () con constante ||« || := 2méx{ u, k+U, Csobl|Wll1,0}-
A su vez, por la elipticidad de las formas @° y &¢ (cf. 2.19) y ([2.20)), respectivamente),
y propiedades de anti-simetria (2.17)) de las formas €° y €, se deduce que

_ _ 1
o (wi (v,¥), (v, ¥)) = pOE VI3 g + (wCrg = 5U )l g = aw (v )2, (2:39)
y por tanto, la forma bilineal o7 es coerciva sobre X x H L(Q) con constante
1
oy = min { uCE, KCFE 5U} >0, (2.39)

la cual es positiva gracias a la hipétesis (2.6)). Finalmente, tenemos que .# € (X x H 1((2))/.
Efectivamente, utilizando la definicién de .#(¢;-) (cf. (2.35)), los acotamientos (2.25)) y
([2.26) para los funcionales .75 (¢;-) y #C, respectivamente, deducimos que

|7 (63 (v, )| <|Z5(ev)| + | ZC W)

< { I £lloe + ("2 +7H¢Ilo,9)||g||oo,9}||V||1,Q + Ual"2¢llie < IZ1HI(v, 9),

donde |7 = v2méx {[ fllon + (121" +~]6
de acuerdo al Lema de Lax-Milgram (ver |24, Lemma 1.4], por ejemplo), para cualquier

(w,$) € X x H (), existe una tnica (u,¢) € X x H'(Q) solucién a (2.32) o, equi-

‘079)”9”00’9, Ua|F|1/2}. De esta manera,
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2.3. Buen planteamiento de la formulacién débil

valentemente, tal que Z(w,®) = (u, ). Esto nos muestra que el operador .Z esta bien

definido.

2.3.2. Existencia y unicidad de la solucion

En esta seccion proporcionamos el resultado de existencia de soluciones al pro-
blema ([2.27) que, segin ([2.37)), es equivalente a probar que el operador £ tiene
un punto fijo. Para ello, verificaremos las hipétesis del teorema del punto fijo de

Schauder, el cual recordaremos como sigue (ver, e.g. [7, Thm. 9.12-1(b)]).

Teorema 2.3.3. Sea B un subconjunto cerrado y convexo de un espacio de Banach

X ysea L : B — B un operador continuo tal que L(B) es compacto. Entonces L

tiene al menos un punto fijo.

Para empezar, definimos el subconjunto cerrado y convexo de X x H 1(Q) dado

por

B:{(W,QZ))EXX}VII(Q): ||WH1,QSCI(Maavﬁanfag)a ”¢

o < CalanU) |,
(2.40)
donde Ci(p, o, K, U, f,g) v Ca(a, 5, U) estan definidas por y , respecti-
vamente. Observe que el Lema establece que para cualquier (w,¢) € B existe
un tnico (u,¢) € X x HY(Q) satisfaciendo Z(w,¢) = (u,¢). Mds atn veremos

que el operador £ en realidad mapea la bola B en si misma. En efecto, segin la
definicién de .Z (ver (2.32)-(2.33)), si Z(w, ¢) = (u,¢) es porque
5w, v) + €5 (wiu,v) = F(¢;v),
(2.41)
Ao, ) + CC(wip, ) = FY).

En consecuencia, tomando v = u en la primera ecuacién de (2.41]), procediendo
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2.3. Buen planteamiento de la formulacién débil

similarmente como en Teorema y usando que ||¢[|1.0 < Ca(e, K, U) encontramos

que

lulie < a7 Cop {1 Flon + (982 + 7 16lo0) Iglee}

< N_l C%‘P { Hf”(],Q + (|(2|1/2 _‘_,702(057’17 U))HgHoo,Q} = Cl(/jﬂaa R, UJ fvg> :
(2.42)

A su vez, tomando ¥ = ¢ en la segunda ecuacion de ([2.41]) y procediendo nuevamente
tal como en el Teorema [2.3.1], deducimos inmediatamente que

1 —1
lela < Uall[(wCit = 5U ) = CalaswU).

Como consecuencia, (u, ) = .Z(w,¢) € By por lo tanto
Z(B)C B. (2.43)

Ahora, veremos que el operador £ es localmente Lipschitz continuo en X x H Q).
Mas precisamente, mostraremos que para (w, ¢), (W, 5) € B, existe una constante

CLIP > 0, tal que

|2 (w,¢) = L (W, )|l < Clipll(w. ) = (W, ). (2.44)

Para empezar, se tiene que para cualquier (w, @), (W, (E) € B, el Lema garanti-
za la existencia de (u, @) = Z(w,¢) vy (U, 3) = L(W,¢) en X x HY() cumpliendo

o (wi (0, 9), (v,¥)) = F(¢(v,)) V(v,v) € X x H'(Q), (2.45)

A (Wi (W, 8), (v,¥) = F(6:(v,)) V(v,¥) € X x H'(Q). (2.46)

Usando la elipticidad de la forma bilineal <7 (w;-,-) (cf. (2.38), su linealidad y la
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2.3. Buen planteamiento de la formulacién débil

relacién (2.45) con v=u—1u y ¥ = ¢ — @, encontramos

ay | ZL(w,0) = LW, 9| = aw [l(u—1,¢ - )|

< dwi(u—u,p—9),(u—up—9)
(2.47)

= (W (0,9), (u-10,0 - @) - (w;(0,¢),(u-1,¢ - 7))

= F(p;(u—U,p—9) - (w;(W,p),(u—Up—9)).

A continuacién, sumando y restando % (¢; (u — u, — $)) en (2.47)), combinando
términos, usando el hecho que 54‘(5, (u—u,p—@)) = (w;(u0,9),(u—1u,o—9)
(segun (2.46))), v luego la definicién de .7 y o7 y despues simplificando, deducimos

que

a | L (w,¢) = L (W, )| = o [[(u -1, 0 — §)|?

< F(g(u—1,0—-9¢) = F(¢;(u—1u,¢—9))
+«Q{({;’7 (ﬁ,&),(u—ﬁ,ap—(ﬁ))+@7(w; (ﬁvﬁ)7(u_ﬁa(p_$))

= Z5(pu—1) — Z3(gu—0) + (W —w;Bu—0) +CC (W —w; 5,0 — 7).
(2.48)

Pero, segiin la definicién de .#° (cf. (2.15)), tenemos a partir de la desigualdad de
Holder que

Z(¢;u—1) = 7 (¢;u—1) IV/Q (6=6)g- (u=1) < 7lgll.ald—Slloollu—loe
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2.3. Buen planteamiento de la formulacién débil

y utilizando esta estimacién junto con (2.23)) y (2.24]) en (2.48) se deduce que

0 1L (w,0) = Z(%,3)|* = o |[(w =T 0~ PP
< (Ygllsoalld = loe + 1 = Wllosal Villoa + ¥ — wlosal Voo )
xll(a— - B

(2.49)

Luego, simplificando deducimos que

2w, ) - L. D) < 03! (Vg + [Vilon + [VElon ) Iw - %6 - D)

(2.50)

La propiedad de Lipschitz continuidad del operador .Z entonces se deduce
utilizando el hecho de que (u, ) € B (segtn (2.43)) y por lo tanto se cumple que
[Vilon < [dlha < Ci(mom U, £.9) ¥ [V8lon < [Flha < Ca(aU). La

constante de continuidad de Lipschitz resultando esta definida entonces como

C’Lip = a;,%l <7Hg||oo,§2 + CI(M? a, K, U7 f7g) + 02(a7 R, U)) . (251)

En este punto estamos en condiciones de sintetizar y establecer las principales pro-

piedades del operador £ (cf. (2.36])).

Teorema 2.3.4. Bajo las hipdtesis del Teorema sea L X x ﬁl(Q) el ope-
rador definido por (2.36) y sea B la bola en X X f[l(Q) dada por ([2.40), entonces

Z(B) C B, .Z es localmente Lipschitz continuo y, ademds, £ (B) es compacta.

Demostracion. Sélo queda por demostrar que Z(B) es compacta. En efecto, cual-
quier sucesion {(wy, ¢r) }r=1 en B es claramente acotada en X x H'(Q) y asf podemos
extraer de ella una sub-sucesion {(W;(Ql), ¢1(gl))}k21 débilmente convergente X x H Q).

Es decir, existe un tnico (w,¢) € X X f[l(Q) tal que (w,gl), ,(:)) — (w, ¢) cuando
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k — oo. De este modo, si denotamos

(), o) = 2w, 0l)) v (w,0) = L(w,9),

y procediendo exactamente como en (2.47)-(2.49) con (W,(Cl), qﬁ,ﬁl)) v (w,¢) en lugar

de (w, ) y (W, $), respectivamente, y <u§:>, o)y (u, ) en lugar de (u, ) vy (@, P),

deducimos que
1 1 1 1
o | LW o)) — L(w, 9)|2 = aw || —u, 0l — @)|I?
1 1 1
< (4lgllwals = 6 log + Iw = wi o a0l Vullog + Iw = w40l Veloa )
1
<[l — w0 — ),
y simplificando
1
12w, o) — Z(w, 0)]
_ 1 1
< a7} (Vglllle = 8 loo + (IVullog + IVeloa)Iw = willoa0 )
El teorema de Rellich-Kondrachov (cf. [I, Thm. 6.3]), garantiza que

k k
¢ — ¢k ||09ﬁ>0 y lw— Wk ”04Qﬁ>0

Por lo tanto, H,,"L”(w,(:), qﬁS)) —Z(w,9) LmiN 0, es decir, la sucesion {g(wk ,d)k )}k21

es fuertemente convergente a .Z(w, ¢). Esto muestra que .Z(B) es compacto.

Enunciamos ahora el resultado principal de esta seccion.

Teorema 2.3.5. Asumiendo (2.6)), existe una solucion (u, ) al problema ([2.27]).
Ademds, si los datos son lo suficientemente pequenos como para que la constante

CLip < 1 (cf. (2.51)), entonces la solucidn es tinica.
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Demostracion. Basta con ver que, en virtud del Lema la relacion y el
Teorema tenemos que el operador . : B — B satisface las condiciones del
teorema del punto fijo de Shauder (cf. Teorema y por lo tanto .Z tiene al
menos un punto fijo, (u,¢) € B C X X [;Tl(Q) A su vez, gracias a la equivalencia
(2.37)), (u,¢) corresponde a una solucién del problema .

Adicionalmente, si suponemos que (u,p) y (4, ®) son dos soluciones del problema
o, equivalentemente, son puntos fijos del mapeo .Z, entonces a partir de la
propiedad de continuidad de Lipschitz de & (cf. ver ) alli, se tiene que

(0, ) = (@, Q)| = [[Z(w, ) = Z(0, Q)| < Cuipli(u, ) — (0, 9)][-

Usando la definicién de Cr;p, (cf. (2.51)), concluimos entonces que para datos suficien-

temente pequenos como para que

C’Lip — a;{l(’YHQHOO,Q + Cl(/%au’ia U7f7g) + CQ(aa R, U)) < 17 (252)

la solucién es Unica. O

La existencia de la presién p solucién al problema (2.11]) es estdndar y se deduce
esencialmente de la condicién inf-sup (2.16)). Omitimos més detalles y referimos al

lector a [0, Teorema 1.4].
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Capitulo 3

Problema modelo discreto

3.1. Discretizacion de elementos finitos

En esta seccién, presentamos y analizamos el esquema discreto que proponemos
para el problema , el cual estd basado en aproximaciones de Galerkin discon-
tinuo para el fluido y aproximacion conforme para la concentracién. De este modo,
tras introducir algunas notaciones y definiciones preliminares en la Seccién [3.1.1]

estableceremos y analizaremos el esquema propuesto a lo largo de la Seccién [3.1.2]

3.1.1. Preliminares

Sea Tj, una particién regular de €2, constituida por tetrahedros K (K seria un
tridngulo si el caso fuese 2D) con vector normal unitario saliente ny y diametro hy.
Como es habitual, el tamano de la malla estda definido como h := max hg. Para

KeTy,
simplificar, asumiremos que la interseccion de dos elementos es vacia o un vértice, o
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3.1. Discretizacion de elementos finitos

un lado/cara. Denotaremos

& = {e : e eslado/cara interior},
& := {e : e eslado/cara frontera},
& = U

Ademas, se denotard por h, la longitud/didmetro méximo de cualquier e € &,. A
continuacion, se presentan los operadores de saltos y promedio que se utilizaran en
las secciones siguientes. En primer lugar, sea ¢ € £ un lado/cara comun de dos
elementos vecinos K, K~ € Ty, satisfaciendo e = 0K+ NOK~, y sea n el vector
normal unitario saliente de e en K*. Si 1) y v son funciones escalares o vectoriales a
trozos suficientemente regulares en 7, respectivamente, denotamos por 1* y v* sus
trazas tomadas desde el interior de K*. Definimos entonces el salto [-] actuando

sobre ¥ y v como

vtnf +YTng, e€& vien, + v @n,, ecé&
[v] = y D=

Yyn, ee€&h ven ec&,

donde n es el vector normal unitario saliente a 9). A su vez, para cualquier funcién
(escalar, vectorial o tensorial) suficientemente regular y a trozos n definimos su pro-
medio a través de e € £} como {n}} =3(n" +n7)y {n}} =nsiecé.

Para r > 0, consideramos el espacio de Sobolev a trozos

H'(Ty) = {0 L?(Q): ¢|, € H(K) VKeT,}, (3.1)
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3.1. Discretizacion de elementos finitos

y las normas dependientes de parametros de la malla

el = D I9nlie + D 2 Nl Ve e H'(Th),

KeTy, e€e&y € (32>

lvnl3r = lnld s + > hklhx Vv € HX(T),

KeTh

donde V() es el operador gradiente discreto y ag es un parametro fijo a ser definido
mas adelante (ver ecuacién (3.7) y péarrafo que procede). Una desigualdad inversa
(ver [28, Seccién 3.3.1]) permite garantizar la existencia de una constante C' > 0,

independientemente del tamano de la malla, tal que:

Inllez < Cllenlhgn Veon € HX(T). (3.3)

Ademés, recordamos la version discontinua de la inclusién de Sobolev ((2.3) (ver e.g.,

[10, 30]): se garantiza la existencia de Cigo, > 0 tal que

_ g>1 sid=2,
[¥lloge < Csall¥lln Yo € H(Th), donde (3.4)
q€[l,6] sid=3,

la cual es 1util para probar estimaciones discretas y propiedades de estabilidad de

las formas que definen el problema discreto que se definira a continuacién en la
Seccién [3.1.2l Las respectivas versiones vectoriales de ({3.1)-(3.4) se extienden de

forma natural.

3.1.2. Esquema de elementos finitos

Para una aproximacion de orden k£ > 1 y una malla 7}, sobre {2 como en la secciéon

3.1.1, Sea Py(K) el espacio local de polinomios de grado < k sobre K. Entonces,
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3.1. Discretizacion de elementos finitos

consideramos los siguientes espacios de dimension finita

vV, = {vh € Ho(diviQ) : |, € [P(K)), VKEE},
On = {qh LX) : @, €P(K), VK¢ 7;}, (3.5)
W, = {wh cC@NIAN) : |, € P(K), VK¢ 7;}.

Notar que V', es el espacio BDM de divergencia conforme [20] y W, C H 1(Q) es el
espacio clasico de elementos finitos de Lagrange de grado k con media nula en 2. De
esta forma, basado en los espacio discretos , proponemos el siguiente método
de elementos finitos de Galerkin discontinuo para el problema : Encontrar
(an, pr, o) € Vi X Qn x Wy, tal que

A2 (ap, vi) + € (s up, vi) — B (Vi) = F(on, Va),
Z(up,qn) = 0, (3.6)

A (on, ) + € (up;on,0n) = F(¢n),

para todo (vi,pn,¥n) € Vi, x Qn x Wy,. Donde, la forma bilineal discreta «7° que

consideramos se basa en el método de penalizacién interior [18] y estd dado por

<, (up, Vi) / Vi, : Vave — ) / p vV}t [vi]

e€&n
_eezgh/u{{vvh}} [u] +§ / wl: Wi (3.7)

donde ag es el parametro que debe ser tomado lo suficientemente grande para que
la forma bilineal <7 sea coerciva (ver [I8] para mds detalles). A su vez, la forma

discreta vinculada al término convectivo no lineal, basado en un enfoque upwind
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[27], esté definida por

1
%hs(wh;uh,Vh) = /Q(Wh-vh)uh-vh + 5 Z

/8K\F(Wh'nK— Wh'nK’)(uz_uh) "V,
KeTy

(3.8)
donde uj, representa la traza de uy, tomada desde el exterior de K. Las formas
bilineales %° v o7 estan definidas por y . Y la forma trilineal ¢ est4
dada por , como en el caso continuo.

3.1.3. Estimadores discretos y propiedades de estabilidad

A continuacién, presentamos algunas propiedades de las formas que definen la
formulacién discreta (3.6]) y que son necesarias para el andlisis respectivo. Sus demos-
traciones se pueden encontrar en los trabajos relacionados anteriores [10], 21, 28] 29]

y por lo tanto las omitimos.

[ (an, )| < Coys unllaz vl Vs, vi, € Vi, (3.9)
[, vi)| < Coys lallaz vl 7 Vue [HAT)" Vv € Vi,

(3.10)

%5, 0)| < Cops Ivallaz llallos Vi€ Vi Yqeli(©), (3.11)

‘%S(Wh;umvh) < Cos [Iwalluz, [unllz, Ivalliz, Y wa, an, vi € Vi, (3.12)
‘%C(Wh;sﬁmﬂ)h) < Cye Wil llenlie lvnllne  Ywn € Vi Ven,in € Wy

(3.13)

Ademas, se sabe que para un parametro suficientemente grande ag, la forma bili-
neal .@7° es coerciva (ver [18, 24] para mas detalles). Mds precisamente, existe una

constante positiva ag que es independiente de h tal que

%S(Vh,vh) > &SthH%,Th Vv, € V. (314)
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3.1. Discretizacion de elementos finitos

Por otro lado, dado que W), C H 1(Q), se sigue inmediatamente la continuidad y la

elipticidad de la forma bilineal 7€, pero aplicada al subespacio W},. Es decir,

[ n 00| < e+ Dligalalvnlia Yo v eWe,  (3.15)

y ademas se tiene que

A (Y, ¥n) > aclvnllio Vion € Wa. (3.16)

Respecto a la forma bilineal %, recordamos de [26] la condicién inf-sup discreta:

existe una constante B > ( independiente h, tal que

QS(VM Qh)
sup ————

vhEVH thHLTh
Vh7$0

> 5”%”0@ Vg, € Q. (3.17)

Como en el caso continuo, definimos el Kernel discreto X, de la forma bilineal %°

como
X, = {Vh eVi: B(Vian) =0, Vg€ Qh}
(3.18)
:{VhGVh : divvy, =0 en Q},
donde la tltima igualdad se deduce del hecho de que V', C Hy(div;Q) y
div V, € Qp, (ver [22]). Esta particularidad implica que X, € H(div’; Q). Por

cierto, segun [22], 28] deducimos que

1
‘K,f(wh;vh,vh) = 52/ |wp, 0| [[ve]| > 0 Vwy GHo(diVO;Q),Vvh eVy.

6652 ¢

(3.19)

Obsérvese ademds que la forma convectiva €,° no es lineal en su primer argumento.

Sin embargo, satisface la siguiente propiedad de Lipschitz continuidad: Para todo
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3.2. Buen planteamiento del problema discreto

Wi, Wi, up, € [H*(Ty)]? v vi € V), existe una constante positiva aq,mp, indepen-

diente del tamano de la malla, tal que

’(fhs(wh; uh,Vh) - (fﬁg(ﬁh; uh,Vh)| < 55,LIP||Wh - VA‘/’h”LE”uhHl,ThHVhHl,Th )

(3.20)
En cuanto a la forma .#° definida en usando las desigualdades de Cauchy-
Swarchz, Holder y la de Sobolev discreta , encontramos facilmente para todo
Yy € Wy y v € Vy,, que

[#56nv)| < G (170 + (12072 + 7 16nl0) lglloos] vl - (320
Por su parte, respecto al .Z¢, dado que W}, C ﬁl(Q) se sigue de (2.26) que

FOwn)| STl lnlia Vn € Wi, (3.22)

3.2. Buen planteamiento del problema discreto

En esta seccion adaptamos el andlisis desarrollado en la secciéon del Capitulo

para demostrar que el problema (3.6)) estd bien planteado.

3.2.1. Estimados a priori y enfoque de punto fijo discreto

Comenzamos observando que, analogamente al caso continuo, debido a la condi-
cién inf-sup discreta (3.17)), el problema (3.6 es equivalente al problema reducido:

Encontrar (uy, pp) € X X Wy, tal que:

A (ap,vi) + 62 (wpan, vi)) = F(en, va),
(3.23)
A (on, 0n) + €€ (s on, ) = FE(Un),
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3.2. Buen planteamiento del problema discreto

para todo (vp,¥n) € X5 X Wy, En consecuencia, en lo que sigue nos centramos en
analizar el problema ((3.23)).
Comenzamos derivando las correspondientes estimaciones a priori para las solu-

ciones discretas.

Teorema 3.2.1. Asumiendo que (2.6 se satisface y que el pardmetro de penaliza-

cion ag (cf. (3.7) y (3.14) ) es lo suficientemente grande, entonces cualquier solucion
(up, on) de (3.23)). cumple las siguientes estimaciones a priori

||uh||1,7'h S 51(/1“7()‘7/{7 U?fag) Y “SOhHLQ S 02(a7 K, U), (324>

donde

Cso ~
Culpo 0w U, £.9) = Z2{ [ F b + (19072 47 Colo . 1)) gl (3:25)

y Cy(a, k,U) estd definida como en ([2.30))

Demostracion. Suponiendo que (up, @) es una solucién de (3.23)) y testeando en

esta ecuacién por (v, ¥p) = (up, @p) se obtiene

%S(uhauh) + (fzf(uh;uh,uh) = 9S(¢h7uh)>
(3.26)

A (pn,0n) + €€ (an; on,0n) = Fpn).

Como la forma trilineal 4 (cf. (3.19)) posee la propiedad de no negatividad y €¢

es antisimétrica, esto nos dice que
Gy (upsup,u) > 00y E(up; o, 0n) = 0. (3.27)

Ademas de lo mencionado anteriormente y haciendo uso de la coercividad de las

formas bilineales .«%° y «7¢ (cf. (3.14)) y (3.16))), y la continuidad de .F° y F¢ (cf.
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3.2. Buen planteamiento del problema discreto

(3.21))-(3.22))) obtenemos lo siguiente

aslwlis < Con{lIFlon + (12072 +5lenlhe) lglo } Iz,

(kCit = 30)Ienl3e < Uall[2lpnla

(3.28)
Simplificando en la segunda desigualdad de (3.28)), se tiene
DR 1/2

lenlha < (#CrE = 5U) UalD[2, (3.29)

lo cual da la estimacién para ¢j,. En consecuencia, usando esta cota para ¢, en la

primera desigualdad de (3.28)) se obtiene inmediatamente la cota para uy,, es decir,

5sob
[l < 2 {1Flon + (1212 +2lonlho)lglleaf  (330)

Finalmente, se obtienen las constantes C; (u, a, k, U, f,g) comoen (3.25) y Co(ar, k, U)
tal como en el caso continuo (ver eq. (2.30)).

A continuacién, procedemos de manera semejante al problema continuo conside-
rando la versién linealizada y desacoplada ([3.23) definida como: Dado (wp, ¢p) €

X, X Wy, encontrar (up,, ¢p) € X x W), satisfaciendo

2 (ap,vi) + 62 (Wisap, vi) = F5(on;va),
(3.31)

A (on, ) + € (Whionn) = F(¢n),

o equivalentemente,

2 (Wi (Un, 1), (Vi, ¥n)) = F (s (Vi Vn)) Y (Vi ) € X X Wiy, (3.32)
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3.2. Buen planteamiento del problema discreto

donde
S (Wa; (Un, 0n), (Vi n)) = 7 (an, Vi) + G (Wi up, vi) (3.3
+ . (on, n) + € (Wn; on, Un)
y
T (n; Vi, ¥n)) = F s vi) + FC(¢n) (3.34)

para todo (vp,¥p) € Xj x W) Siguiendo el analisis, definimos el operador solucién

asociado al problema discreto (3.32), dado por

ghIXhXWh — XhXWh
(3.35)

(Wh, on) —— (Wn, 0n) == Lh(Wh, on),

siendo (uy, @y) la solucién del problema (3.32)) (o, equivalentemente, al problema
(3-31))). Se concluye que la solucién del problema ([3.23)) corresponde a un punto fijo

del operador .%,. Expresado de otra manera, tenemos la siguiente equivalencia
(up; pn) es solucién de (3.23) — (wn, n) = Zh(un, @n). (3.36)

Lo primero para analizar la existencia de un punto fijo de .Z}, es cerciorarse de que

éste este bien definido sobre X, x W). Establecemos este hecho a continuacién.
Lema 3.2.2. Bajo las hipdtesis del Teorema|3.2.1), el operador £, estad bien definido.

Demostracion. Sea (wy, ¢p) dado en X, x W,,. Haciendo uso de la definicién de

Iy (Wy; -, ) (cf. (3.33)) v desigualdad triangular

| (Wi (W on), (Vi ¥n)| < | (an, vi) | + |65 (Was un, va) |

+ | (o, Un)| + |€C (Wh; on, tn)]
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3.2. Buen planteamiento del problema discreto

usando las cotas para @° y &/, definidas en (3.9) y (3.15)) y los estimados (3.12) y
(3.13)) de las formas €% (wp; -, ) v € (wp; -, )

| (wis (wns o) (Vi )| < Cps unllu Ivallz + Cos Iwalliz, laalhg, Vel

+ (& +U)llellalllle + Ceo lwallog llenllie lvnlle,

y mediante la desigualdad de Cauchy-Schwarz, llegamos a lo siguiente

< 2mix{ Coys, n + U, Ce Wil . Coes Iwalliz } (Junllim Ivallim, + llonlallvnlia)
< 1l Cans ) | v )l

en consecuencia, ., es acotado en X, x W), con constante
|| = 2max{ Cys, & + U, Ce |[Whl[1,7, . Coos [Walli,7, }-

De manera similar al problema continuo, se prueba la elipticidad de .%,. En efecto,

sea (v, ¥pn) € Xp x Wy, utilizando la definicién de <, (cf. (3.33))), se obtiene:

A (Wi (Vi Un), (Vi on)) = G (Vi, Vi) + 6 (Wh; Vi, Vi)

+ A (Yn, bn) + CC (Wi n, ) -

(3.37)

Utilizando la elipticidad de las formas «7° y &¢ (cf. (3.14)) y (3.16]), respectiva-
mente), la propiedad de no negatividad de 6;° (cf. (3.19)) y la caracteristica de anti
simetria de €¢ (cf. (3.27))) se deduce que

Gn(Wis (Vi ¥n), (Vi ¥n)) 2 s IVallg, + dollvnllie = @ ll(vi ¥a)l1?
(3.38)

lo cual permite determinar que la forma bilineal .o, es coerciva sobre X, x W), con
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3.2. Buen planteamiento del problema discreto

la constante

d., = min {ac, .y } >0, (3.39)

que es positiva debido a la hipdtesis (2.6). Para finalizar, debemos probar que
F € (X X Wh)/. Empleando la definicién de % (ép;-)(cf. (3.34)) v la desigual-

dad triangular tenemos que

\Z (dn; (Vi 0n))| < | FS(dnivi)| + | FC ()]

Luego, usando los acotamientos de los funcionales .#%(¢y,; -) v Z¢ (cf. (3.21)) v (3.22),

respectivamente), deducimos que

|7 (6 (v, )| < Coop [IIflog + (142 + 7 lI6nllog) lgllose] Ivalli 7 + UalT[Y2 9]0

Por lo tanto, queda demostrado que %}, estd acotado, es decir,

|7 (615 (Vi vn))| < |2l (Vi vn)l]

donde || 74| = v2max {Cuop [[lflloo + (1212 + |6l
mos, por el Lema de Lax-Milgram (por ejemplo, ver [24, Lema 1.4]), se garantiza que para

(Wp, dp) € (Xh X Wh), existe una tunica (up, pp) € (Xh X Wh) solucién a (3.31) o, de

0.2) |19]lc0,0] , Ua|T'[V/2}. Conclui-

igual forma se cumple que £, (wp, ¢p) = (up, ¢p). Esto nos muestra que el operador %,

estd bien definido. I

Enfatizamos acd que si bien las constantes ||.<7,|| v ||-%#4|| definidas en la demos-
tracién del teorema anterior dependen de wy, y ¢, (las cuales a su vez dependen de
h) éstas podrian acotarse por datos, usando los estimados del Teorema una vez
restringido el operador .}, en una bola discreta apropiada tal como se hizo en el caso

continuo en donde finalmente se demostrara el buen planteamiento del problema.
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3.2. Buen planteamiento del problema discreto

3.2.2. Existencia y unicidad de la solucién discreta

Esta seccién tiene la finalidad de probar existencia de solucién al problema ((3.23]),
o bien, verificar que el operador .%, tiene un punto fijo. Para ello, dado que el
operador estd planteado sobre un espacio discreto, sera suficiente con comprobar las
hipétesis del Teorema del punto fijo de Brouwer [7, Teorema 9.9-2], que recordamos

a continuacion y enunciamos de la manera siguiente.

Teorema 3.2.3. Sea L;, : B, — By, continuo sobre un conjunto convexo y com-

pacto By, entonces Ly, tiene al menos un punto fijo.

Primeramente, en virtud de los estimados a priori derivados en el Teorema [3.2.1

definimos

By = {(wn,0n) € XixWi: Wil < Cilia s, Ui £,9), lldnllie < Cala,k,U) |,
(3.40)
el cual es claramente un subconjunto cerrado y convexo de X x W), con las cons-
tantes 51(u,a,/4;, U, f,g) v Co(a, k,U) predefinidas en y (2.30)), respectiva-
mente. Luego, tomando en consideracion que el Lema senala que para cualquier
(Wh, &) € By, existe un tnico (uy, @) € X x Wy, que cumple %, (wy,, ¢r) = (up, ©n)
y haciendo uso de la definicién de .%, (ver (3.31)-(3.32)), se tiene que
2 (Wp, i) + G (Wi un, vi) = F5(6n; Vi),
(3.41)
A (nn) + CO(Whs onn) = F(Yn) -

A continuacién, haciendo v, = uy, en la primera ecuacién de (3.41)), utilizando que
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3.2. Buen planteamiento del problema discreto

lonllia < Caoa, k,U) y siguiendo de manera dnaloga al Teorema [3.2.1] se obtiene

C’sob

Qs

{Hf”(),ﬁ + <|$)|1/2 +VC2(OK7I€7 U))HQHOO,Q} - 51(/'67057 K, U?.fag) .

{I£lle + (1982 7 I 6nllos ) gl }

[l <

S C’E‘.ob
ag

Por otro lado, al tomar 1, = ¢, en la segunda ecuacion de (3.41) y usando un

procedimiento similar al anterior, se deduce que
1/2 » 1 -1
lila < Uall|* (sCif =50 ) = Oblan,U).

En definitiva, (uy, o) = Zn(wh, ¢n) € B, y por consiguiente, se comprueba asi que

%, mapea la bola By, en si misma, es decir,
Zn(B) C By, (3.42)

Acto seguido, analizaremos que el operador %, es Lipschitz continuo en la bola By, lo
cual implica la continuidad requerida para .%, en dicho subespacio. Particularmente,
demostraremos que para cualquier (wy, ¢y) , (W y ggh) en By, existe Crp > 0, donde

se cumple lo siguiente

1% (W, d1) — LW, dn)l| < Crip |(Way 81) — (W, &) - (3.43)

Como (W, o) , (W, %h) € By, nuevamente el Lemam garantiza la existencia de

(up, on) = Lh(Wn, on) v (Up, on) = fh(ﬁvvh,ah) en X, x W, satisfaciendo
(Wi (Wn, 0n), (Vi ¥n)) = F (0n; (Vi ¥n)) ¥ (Vi tn) € Xn x Wi, (3.44)

ﬂh(\ﬂ’(lh; (ﬁh, &h), (Vh, ¢h)) = f(gh; (Vh, wh)) Y (Vh, wh) € Xh X Wh. (345)
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3.2. Buen planteamiento del problema discreto

Usando la elipticidad de la forma bilineal @,(w;-,-) (cf. (3.38), su linealidad en
la primera componente y la relacién (3.44) con v, = u, —uy, , ¥n = o — On,
encontramos
Tos || L0 (Wh, &n) — L (W, n)|1* = Gy || (wn = Ty 0 — Bn) 12
< G (Wp; (Up — Un, on — @n), (Un — U, 1 — Pn))
= h(Wr; (Un, o), (Wh — Un, 0 — On)) = Fn(Was (Un, On), (W — Un, o — @n))
= F(én; (p — Un, on — o)) — Fh(Wns (Un, @n), (Wn — Un, O — 1)) -
(3.46)

Posteriormente, sumando convenientemente cero y combinando términos
oy | L0 (Wh, 1) — L (W, &)1
< [F (s (wn = Tn o — B)) = F (i (un — Tn o — )|
+ [ (Bni (an — Tn on — Bn) — h(ws (T, @), (w — T, o0 — Fn)] -

Luego, aplicando ﬁ(%h; (ap, —ap, o0 — on)) = (W (Un, 1), (Wh — Wn, @1 — ©On)
(segun (3.45))), y asimismo la definicién de ¥ y 4, y por ultimo simplificando,

obtenemos que
oy ”iﬂh(wh, ¢h) - iﬂh({’v\’h, Qgh)HQ
< F5(pnyup —uy) — 9S(9gh; w, — W) + 67 (Wh; Uy, uy — Up) (3.47)
_Cgﬁq(th Uy, uy, — ) + %C(VVh — W Ohy Oh — Pn) -

A continuacién, acotaremos el funcional .#° a partir de su definicién (cf. (2.15))),
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3.2. Buen planteamiento del problema discreto

usando la desigualdad de Holder, y Sobolev discreta (3.4]) se cumple que

TS (Gnswy — W) — TS (o wn — Tn) = / (0 — 1) g - (wn — T0n)
0 (3.48)
< Csob v ||9llc0.02]|0n — Orllo.allun — Unl17, -

Ahora acotamos las formas trilineales €°(Wy;-,-), €2 (wn;-,-) y C¢(Wy — wy; +),

utilizando la desigualdad mencionada en (3.20)) y la cota (3.13)

CP (Wh; U, up — Uy) — 60 (Wps Wy, wy, — Up) + €€ (Wi, — Wi §hy 00 — Ph)
< GS,LIPHWh - WhHl,ThHﬁhHl,ThHuh - ﬁhHl,Th (3'49>

+ Coo [|Wh — Wiz [|Zallue llen — Bullie -

Ahora, sumando (3.48)) y (3.49) resulta
O || Ln(Wh, ) — gh(ﬁ’hagh)w < 5sob’Y ”gHooﬂﬂgh — Onllo.cllun =l

+Csnip[Wh — Wallu7 [0l 7 o — alli7

+Cosc W — willi7 18kl llen — ullie-

Luego, factorizamos, utilizando en esta iltima desigualdad que ||wy — W17, <

(W 6n) = (Wns oa)|| ¥ lleon = Bulli, < Nl (Whs @) = (Wi, @), v simplificando térmi-

nos comunes, se llega a

o || Ln(Wh, On) — Lh(Wh, 5h)”

< méx {@ow 19l s Csp [[Tnll10 s Cye H%Hm} (W, &n) — (W, &n)| -

La propiedad de Lipschitz continuidad (3.43)) del operador .%, entonces se deduce
utilizando el hecho de que (U, ¢n) € By (segun (3.42))) y por lo tanto [[ugll17, <
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3.2. Buen planteamiento del problema discreto

Cl(,uaaa K, U7 .f?g) y H&h“l,ﬂ < 02<057 K, U)a con lo cual

o || L (Wh, &) — Lh(Wh, gh)”

< max {550b 7 ||g||OO,Q 5 5S,LIP 61 (H’7 Q, K, U> fa g) 5 5‘6’0 02(aa R, U)}

X || (Why dn) — (W &)|-

Finalmente, llegamos a que

|-Z (W, 61) — Za(Wh, 00| < CLipll (Wi dn) — (W, 1) (3.50)

donde

éLip = &,/ méx {@m 190002 5 5S,LIP 51(/% o, K, U, f,9), Cygc Co(a, K, U)} )
(3.51)
es claramente independiente de h. En virtud de y se concluye que el
operador .%}, : By, — Bj, es continuo y se cumplen las hipétesis del Teorema [3.2.3]

Estamos entonces en posicion de establecer el resultado principal de la seccién.

Teorema 3.2.4. Bajo las hipdtesis del Teorema el problema (3.31) tiene al
menos una solucion. Aun mas, si los datos son lo suficientemente pequenos como para
que la constante de Lipschitz continuidad éLip (3.51) satisfaga G’Lip < 1 entonces la

solucion es unica.

Demostracion. Se sabe que %, : B, — By, y ademas cumple con las condiciones
del Teorema [3.2.3 podemos asegurar por lo menos la existencia de un punto fijo, es
decir, una solucién al problema ([3.31]). Para probar unicidad supondremos que existe

otra solucién distinta.

Sean (up,pn) v (Un, @p) soluciones de (3.31)), por lo tanto son puntos fijos del
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3.2. Buen planteamiento del problema discreto

operador %, luego usando la Lipschitz continuidad se llega a que:
1w, ) = (@, G| = (15 (wny on) = Za(@n, En)ll < Cripll(wn, ) = (@, )l
ordenando y agrupando:
(1= Clip) | (wn, 1) — (T, G)[| < 0.

Como (up, pr) # (Qn, @p) por suposicién ||(an, ¢r) — (Qn, @r)|| > 0, pero si 5Lip <1

se puede asegurar que

[(an, @n) = (Un, o0) | =0 & (un, 0n) = (W, @n) ,

esto quiere decir que la solucién es unica para Cr;, < 1, o dicho de otra forma, para

datos lo suficientemente pequenos de manera que
C1Lip = &;{1 max {Csob’y ||g||OO7Q ’ OS,LIP Cl(:u’ a, R, Uv fag) 5 C(Z()(/C 02((1/, R, U)} < 1.

O
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Capitulo 4

Analisis del error a priori

En esta seccion nos concentraremos en estudiar los errores de aproximacién

||u—uhH2,Tha HP—tho,ﬂ y ||<p—90h\|1,9

donde (u,p, @) es la solucién débil del problema de Bioconveccién estudiado
en el Capitulo 2|y (up, pr, pn) corresponde a la respectiva aproximacién numérica que
provee el método DG-primal descrito y analizado en el Capitulo [3, Comenza-
remos en concertar algunos preliminares en la Seccién [4.1], en donde demostraremos
una propiedad de ortogonalidad de Galerkin que serd clave en la estimaciones del

error a priori que se llevaran a cabo en la Seccién [4.2]

4.1. Preliminares

Partimos con el siguiente resultado establece una propiedad de consistencia que

debe satisfacer el esquema discreto (3.6]).

Lema 4.1.1. Sea k > 1. Suponga que la solucion continua (u,p,p) de (2.11)) posee
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la reqularidad

u e [HQNN[Hy Q' NX, peH(QNLYQ) y ¢ HT(Q)NLQ),

(4.1)
entonces (u,p, ) es solucion del problema discreto (3.6)). Es decir,
%S(LL Vh) + (gf(u7 u, Vh) - ‘%s(vhap) = }\S(gp’vh)’
#5(0,q) = 0, (4.2)

dc(%qﬂh) + Cgc(u;(;@wh) - yc<wh)7

para todo (vi, qn,¥n) € Vi, X Qn x Wi,

Demostracion. La segunda ecuacion de (4.2)) es inmediata por el hecho que u € X.
Ahora, de acuerdo a la regularidad asumida para u en (4.1]) se sigue que

Viu=Vu, [ul=0 Vecé&, {Vu}}=Vu Vecé&, y u=0 sobre T,

con lo que al evaluar 7 en (u,vy), con vy, € V,, usar la definicién de esta forma
bilineal, la definicién de salto en la frontera e integrando por partes hacia atras se

deduce que

;ths(u,vh) = p/Vuh:thh — Z/uVu:th@n = —M/Au-vh.
Q Q

6652 ¢

Asimismo, como los saltos de u en los lados o caras interiores del dominio son cero,

e

se sigue que la traza exterior u® (ver la definicién de la forma discreta €,° en (3.8))

coincide con u, es decir, u® — u = 0 para cada lado/cara interior e € £, por lo que

%,f(u;u,vh):/(u-wu-vh.

Q
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Ademas, por la regularidad asumida para p y el hecho que u|r = 0 podemos integrar

por partes para deducir que

,%’S(Vh,p)—/pdivvh =— /Vp-vh.
Q Q

Al combinar las tres identidades obtenidas arriba y hacer uso del hecho que —pAu+

(u-Viu+Vp = f—(14+~vp)g en Q de acuerdo con la primera ecuacién del problema
fuerte (2.10f), se concluye que

%S(u, Vh) + CK,‘?(U; u, Vh) — %S(vh,p) = /Q (f — (1 + fy(p)g) - Vp,

lo cual corresponde a la primera identidad de (4.2)). Por su parte, para deducir la
respectiva propiedad de consistencia en las ecuaciones de la concentracion basta con

efectuar una integracion por partes hacia atras en los dos términos que definen la

0
forma bilineal «7¢, luego agruparlos adecuadamente y usar que —xkA¢p + U a_go =
T3
0
—u - Vg en Q y que /fa—¢ — Uypng = nzUa sobre I', de acuerdo con ([2.10]), para
n
deducir que
0
A (o, n) = H/Vso-th—U 90%
Q Q n

0 0
:—/-@/Asm/)h—i-fi/a—spiﬁh%—U —sph—U/Smbhn:a
Q ron o O3 r

_ /Q<—/-@A90+Ug—;03>?/)h+/F<Hg—i—U90”3>¢h

_ _/Q(U.V(p)ﬂ)h +Uoz/n3¢h,

T

lo cual corresponde a la tercera ecuacion de (4.2]) al hacer uso de la definicién de la

forma trilineal € y el funcional .#¢ (ver (2.13)) y (2.15)), respectivamente). ]

Como consecuencia inmediata del resultado anterior, se establece a continuacion
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4.2. Estimadores de error a priori

la siguiente relacion de ortogonalidad de Galerkin la cual es de suma utilidad para

derivar los estimados de error a priori que nos interesa estudiar.

Lema 4.1.2. Bajo las mismas hipdtesis del Lema[{.1.1], se cumple que

AP (a—uy, vy) + €5 (0 u,vi,) — 65 (wp; wp, vi))—B° (i, p—pn) — F(p—pn, Vi) = 0

4
(o — on,n) + € (w0, 0) — €9 (w01, 0p) = 0 (4.
para todo v, € Vi, y para todo 1, € W,

Demostracion. El resultado sigue de combinar (4.2]) con las respectivas ecuaciones

del problema discreto (ver (3.6))) .

4.2. Estimadores de error a priori

Como es usual, los estimadores a priori se basardn en descomponer los errores de
aproximacién individuales en la suma de un error de proyeccién (o interpolacién, en

el caso de la concentracién) y un error local discreto. Con mds precision, escribimos

ew = u—u, = (u—I°"u) + (IF°Mu—u,) =: el + e,
e, =p—pn = (p—1p) + (p—pu) = el + e, (4.5)
eo=v—¢n = (p—Thp) + (Tnp—n) = € + €.
donde, en virtud de los espacios de elementos finitos (3.5) que usamos en nuestro
esquema discreto, consideramos IIEPMu, IIFp e Zp,¢ como la proyeccién BDM de u

en el espacio V7, la proyecciéon L? de p en el espacio Qy, y la interpolacién nodal (de

Lagrange) de ¢ en W}, respectivamente. A propdésito, las siguientes propiedades de
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4.2. Estimadores de error a priori

aproximacién se satisfacen (ver |20} 24], por ejemplo): existe una constante positiva

C, independiente de h, tal que

Ju—IPMully 7, < CR*|luflere,
lp =T plloe < Ch¥|pllea, (4.6)

le = Tholle < CR*||ollkrio-

De acuerdo a esto, al usar desigualdad triangular en (4.5 y aplicar (4.6) y la des-

igualdad inversa (3.3)) (en el caso de la velocidad), conseguimos que

leallzz < lledllzr + llesllzn < ChFlulliie + Cllegllim, .

leplloe < llejlloe + lleflloe < Ch*|plka + Cllelloq (4.7)

leolle < lleglle + leglhe < Ch*lollie + Clleglhe-

En consecuencia, para estimar el error a priori de cada una de las variables nece-
sitaremos estudiar el error discreto e, ez y el. Empezaremos con la velocidad y

concentracion, por medio del siguiente resultado.

Teorema 4.2.1. Bajo las mismas hipdtesis del Teorema[2.3.5, el Teorema[3.2.4 y
el Lema sean (u,p, ) y (Up, pr, pn) las soluciones de los problemas (2.11)) y

(13.6), respectivamente. Suponga, ademds, que los datos son lo suficientemente pe-
quenos para que la constante a (definida en (4.18)) sea positiva. Entonces, existe

una constante C' > 0, independiente de h, tal que

= wplloz, + e = enllie < CR* (Tulliie + lelie) - (4.8)

Demostracion. En primer lugar procederemos con la velocidad. Para ello, notamos

que en virtud de la elipticidad de la forma bilineal discreta «°(-,-) (cf. (3.14) y
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4.2. Estimadores de error a priori

la no-negatividad de la forma % (uy; -, - ), con uy, claramente en X, (cf. (3.18) y
(3.19))), se cumple que

asllesllin < 2 (en,en) < (el en) + € (i e, ey)

= g (eu, el) — (el el) + €7 (uy; ey, €r) — 67 (up; el el)
(4.9)
— (o (ew el) — G (wiw ) — (el eh)

+ %7 (up;u,el) — €7 (uy; el el),

donde en la primera igualdad se reemplaza e’ = e, — ell de acuerdo con en la
primera componente de .7° y en la segunda componente de %7, se usa la linealidad
de estas formas en dichas componentes y, luego, en la tltima igualdad se reemplaza
ey = u— 1y, en 67 (uy; ey, €") v se reagrupan términos. Ahora bien, por la relacién

de ortogonalidad de Galerkin (4.3), con v, = e se tiene que

) (eu,€y) + G (wu,ey) — 6 (wysuy, e) + B (e, —e,) — F(ep,ey) = 0,
(4.10)

pero uy, € X, y [IPPMu € X, (porque u € X y por propiedades del proyector BDM

[20]) y entonces div e = 0 con lo que #°(e", —e,) =0y se reduce por lo

tanto a
%S(eu, ) Cgh (up; up, h) = ﬁs(eg,eﬁ) — ‘K,f(u; u, eﬁ). (4.11)

Al reemplazar (4.11]) en ([4.9) vy, luego, sumar y restar el término 6;° (IIEPMu; u, el)
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4.2. Estimadores de error a priori

y asociando convenientemente se llega a
ds el < FS(eael) — € (wiu,el) — a5 (el, el
+ 67 (up;u,el) — 65 (up; el el)
= F5(eg, el) — (el el) — €7 (uy; ell, el)
+ <%§(HEDMu; u,el) — €%(u;u, eﬁ))

(%S(uh,u eh) — €7 (1I1PPMu;u eh)>

A continuacién, usando apropiadamente la estimacién para acotar .Z° y las

estimaciones (3.10) y (3.20)) para las formas «7° y C} se infiere que

lewlls.,

asllel|li 7 < Csallgllocs ll€sllocllel|lr

+ lleslhr lullig ||

+ Csrp [HuhHmHeEHm + lleallr|

o <

Luego, simplificando a ambos lados por |l€?||; 7., usando

y las cotas a priori para las soluciones

leg'llia + llefllie ¥ ||6H||1Th < |

u y uy, de acuerdo con ([2.28]) y (3.24), respectivamente, se obtiene

< CsaYllgllcs l€gllie + Csavllgllcallegllie + Cos eyl

+5S,LIP [51([1,01, K, U, f?g)||ell_l[||2a7—h + Cl(u7a/7 K, U, fvg)(HeﬁHl,Th + ||811_1[||2,7—h)]
(4.12)

Llevaremos a cabo a continuacién un procedimiento analogo para obtener una estima-
cién preliminar asociado con el error local discreto e? para la concentracién. En este
o P :

sentido, la elipticidad de la forma &7 (cf. (3.16)) y el hecho que € (uy; ek, eh) =0
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4.2. Estimadores de error a priori

(pues uy, € X},) implican que
aclleglia < o (ef.ef) = o/(ef, ef) + € (w; ef, )
— (7 (en ) — € (wion e)) — (el ef) (4.13)
+ ch(uh; s 63) - ch(uh; eena 63) :
Pero por la relacién de ortogonalidad de Galerkin (4.4)) con v, = el se tiene que

4270(69,63) - Cgc(uh;%,eg) = _Cgc@l; so,ei}),

lo cual al reemplazarlo en ([4.13]), usar posteriormente linealidad de €’¢ en la primera

componente, el hecho que e, = u — uy, el acotamiento de las formas &7¢ y € (cf.

(3.15) v (3.13)) conduce a
acllegllio < —o(ef ef) — € (ews 0. €f) — € (s €y, €5)

< (k+0U) lleglhelesllie + C%C[HeUHLEHSOHLQ + ||uh||1,7;1!|65[!|1,9} el
(4.14)

y al simplificar en ambos lados por |l€}]|1.o y usar los estimados a priori para ¢ y uy,

en las normas || - |10 ¥ || - |17, de acuerdo con (2.28]) y (3.24)), respectivamente, se

consigue que

Gc lleflha < (s +U) €] la + Cee[Cola, s, U)llewllim + Cilima,w.U, £.9)lef 1.0]

< (k4 U) lleffllie + Coo | Colarsn U) (llebllem + llehlim ) + Cilu v, U, £,g)llef 1.0l

(4.15)

donde en la tltima desigualdad se ha usado que |leu|i7, < |l€l]a7 + €]z
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4.2. Estimadores de error a priori

Ahora bien, definiendo las siguientes constantes (dependientes de datos)

Cl(yﬂaa K, U7 f’g) = éS,LIPC’l(M)OQ K, U7 f:g) + é(gCOQ(O[, R, U)7
CQ(M,O[,/{, Ua f7g) = alzfs + 5S,LIP51<Maa7’%7 U’ fvg) + Cl(M,Ol, K, U?fvg)a
03(,“7 a, R, U7 fag) = 550b7”9“oo,ﬂ +r+U+ 5‘5051<:u7 o, R, U7 f?g) 5

04(/’1/7&7 K, Ua f?g) = max {CQ<N7057 K, U7 f,g),Cg(lLL,Oé, K, Ua fag)} )

(4.16)
y tras combinar las expresiones (4.12)) y (4.15]), se consigue que
aslleslliz + acllegllio < Cilp, a5, U, £, g)lledllin + Csollgllwollesllr
Cilp, o, K, U,f,g)<||€13||2,7h + [leg m)-
(4.17)
De acé se desprende que si los datos son lo suficientemente pequenos para que se
satisfaga
a = min {&C - 6501)7“9”00,97 625 - Cl(:ua a, K, U7 f?g)} > 07 (418)

donde C4(u, a, k, U, f, g) esta definida en (4.16]), entonces los dos primeros términos
del lado derecho de la desigualdad (4.17)) pueden combinarse con los del lado izquierdo

y asi deducir la estimacion de error local para la velocidad y la concentracién como

e,

1,Th + ||eg||1,Q < 67104(:“705’ K, U7f7g)<||ell_1[||277—h + ||e£[||2,771> : (419)

En consecuencia, al usar las estimaciones (4.19) en (4.7)), agrupando y usando nue-

vamente las propiedades de aproximacion de los espacios discretos (4.6]), se consigue
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4.2. Estimadores de error a priori

que

leallzz, + lleallio < [1+&Culp.n.U. £,9)] OB (Ilallsra + lollina)
(4.20)
lo cual entrega la desigualdad de (4.8]) para el error total de la velocidad y la concen-
tracion, con la constante C' alli dada explicitamente por [1+a_IC4(u, a,k, U, F, g)} C,
la cual depende claramente de datos y otras constantes pero todas ellas siendo inde-

pendiente del tamano de malla h. O

Ahora, procederemos con la respectiva estimacion del error para la presion.

Teorema 4.2.2. Asuma que se cumplen todas las hipdtesis del Teoremal].2.9 En-

tonces, existe una constante C' > 0, independiente de h, tal que

lp = pulloe < CRE(llplee + [llee + lellke) - (4.21)

h

" en la norma de L*(Q) en

Demostracion. Bastard con acotar el error discreto e

IT

términos del error de proyeccion e,

en la misma norma para luego hacer uso de (4.7))
y la respectiva propiedad de aproximacién establecida en la segunda desigualdad
de . En efecto, notar que en virtud de la condicién inf-sup discreta con
qn = ez = eg — e, y tras usar la cota para la forma bilineal 2 se tiene que

~ B> (v, el B (v, el BS —
Bletlon< sp Z0ma)l oy, ZO0G),, Zl0e)
vhEV ), ”Vh 1,Th vreVy ”VhHl,Th vreVy “VhHl,Th
v 70 v 7#0 vy #0
~ B (v, —e
< Cys Hepnﬂo,g + sup (v, —€p)

vhEV) HVhHLTh ‘
Vh 0

(4.22)
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4.2. Estimadores de error a priori

Pero, gracias a la relacién de ortogonalidad de Galerkin (4.3)), se tiene que

B (v, —€p) = FP(ew, Vi) + € (wsu,vy) — €2 (wpsup, vi) — F3(eg, vi)

=~ (e, Vi) — |67 (w0, vy) — Cghs(uh;uth)} — € (wp; €n, Vi) + F5(ep, Vi)
< Cos llealla IValliz + Coue | lulhz + Iaalliz] lealliz Ivallz
+ Csapllgllc.clle = enllia [[Valliz-

(4.23)
donde en la segunda igualdad hemos sumado y restado convenientemente el término

€ (up;u,vy) , tras agrupar convenientemente, hemos usado la linealidad de %;° en

la segunda componente y, finalmente, las estimaciones (3.10), (3.20) y (3.48). Con
la desigualdad ([£.23)), usando que ey,
y, posteriorimente, usando las cotas a priori para las soluciones u y u,, (cf. y
(3-24])) podemos establecer que

1.7, < |leull2,7,, simplificando por ||vy|1 7,

%S vV, —€ ~ ~
sup 20l 1E Gl + lnlin)] el
viREV ), ||VhHL771
Vi

—i—asob’YHgHoo,QH€9|h,Q
< [652/5 + 557]_11}) (C’l(,u, a, R, U, f,g) + 61(,“7 a, K, U7 fvg)i| HeU”Q,Th

+ Csop7]|g |02/l €01,0
(4.24)

Asi pues, reemplazando lo obtenido en (4.24)) en el segundo término del lado derecho
de (4.22) y operando, se deduce que

||eZ||OaQ < 5716%5 ||epH||O,Q + 57105(#&70[7%7 U7fag) ||€u

2,7, + leollal
(4.25)
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4.2. Estimadores de error a priori

donde

CS(Maaa R, U7 fag)

= méx {6@75 + CV’S,LIP (Cl(ﬂ7 a, R, Uv f?g> + 51(”7 «, K, UJ fvg> 755()?)7”9”00,9 } .
(4.26)

De esta manera,

lesllo.e < lleylloq + llegllo

< (14 57Cys) efllon + B C5(1 K, g,60) | lleal

27+ lleallnal

y usando la propiedad de aproximacion en la segunda desigualdad de junto
con las estimaciones de error a priori para la velocidad y la concentracion de-
mostradas en el Teorema se deduce finalmente la estimacién del error para la
presion , donde la constante C' alli esta dada explicitamente como max{l +
B1Cys ,B1Cs(p, o, k, U, £,9)}, con Cs(p, o, &, U, £, g) definida por (4.26), depen-

diendo de datos y otras constantes, pero independiente de h. O

52



Capitulo 5

Conclusiones y Trabajos Futuros

Conclusiones

En esta tesis hemos desarrollado, construido y analizado un nuevo método de ele-
mentos finitos H(div)—conforme para la solucién numérica de un modelo de Bio-
conveccién que describe el movimiento de microorganismos gravitatorios inmersos
en fluidos cultivos. El esquema numérico combina una técnica de Galerkin disconti-
nio de penalizacion interior simétrica estandar y un enfoque upwind en el término
convectivo para las ecuaciones del fluido junto con un esquema de elementos finitos

conforme para la ecuacién de concentracion.

1. Se derivaron estimados a priori para las soluciones de los problemas continuo

y discreto.

2. Se demostro existencia de solucion continua y solucion discreta reescribiendo la
forma débil del modelo en términos de un operador de punto fijo y utilizando

los teoremas de Shauder y Brouwer, respectivamente.

3. Bajo una hipétesis de data pequena, se demostré unicidad de solucion para el

problema continuo y discreto.
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4. En el caso discreto, se empleé el espacio de elementos finitos BDM, de grado
k, el cual es H(div)—conforme y provee velocidades discretas con divergencia
nula. Para la presion se usaron elementos discontinuos a trozos de grado k£ — 1

y elementos finitos de Lagrange de grado k.

5. Se demostraron tedricamente estimaciones 6ptimas para el error de la aproxi-
macion numérica empleando la consistencia del esquema discreto, propiedades
de aproximacion de los espacios de elementos finitos usados y hipotesis de datos

pequenos.

Trabajos en progreso y a futuro

Son diversas las actividades que siguen como consecuencia de lo realizado en la

presente tesis. Citamos algunas a continuacién.

1. En cuanto a implementacion computacional, estamos en la etapa de codifica-
cion del método para llevar a cabo experimentos numéricos en dos y tres di-
mensiones en pro de estudiar el desempeno de la técnica dG/primal propuesta
y, también, para confirmar las tasas de convergencia que han sido teéricamente

demostradas.

2. A corto plazo, estamos interesados en analizar y construir un método numérico
alternativo, completamente-dG. para el mismo modelo, en el que se aproxime
la concentracion por elementos discontinuos usando la misma técnica para el

fluido.
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