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Departamento de Ciencias Básicas

Universidad del B́ıo-B́ıo, Chile



Análisis de convergencia de un nuevo método de elementos finitos

H(div)-conforme para un modelo de Bioconvección

por

Mat́ıas Ignacio Garrido Valdés

Dalidet Marinoviz Sanhueza Méndez

Comisión examinadora:

Dr. Eligio Colmenares Garćıa
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Resumen

En este trabajo presentamos y analizamos un método numérico de elementos finitos

H(div)-conforme para un modelo de flujos bioconvetivos que describe la hidrodinámi-

ca de microorganismos gravitatorios inmersos en un fluido de cultivo viscoso e im-

comprensible. El modelo consiste en un sistema tipo Navier-Stokes, para describir la

velocidad y la presión del fluido, acoplado a una ecuación de conservación celular pa-

ra la concentración de microorganismos. El esquema numérico se basa, por un lado,

en la técnica de Galerkin discontinuo de penalización interior simétrico y en un enfo-

que upwind para el término convectivo no lineal de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Para la ecuación de concentración se emplea un método de elementos finitos primal

estándar/conforme. Se utilizan los espacios de elementos de Brezzi-Douglas-Marini

(BDM) de orden k para la velocidad, preservándose asi la condición de incompresibi-

lidad del fluido a nivel discreto, elementos discontinuos de orden k−1 para aproximar

la presión y los elementos finitos de Lagrange de orden k para la concentración. La

existencia y unicidad de los resultados son demostrados rigurosamente tanto para el

problema continuo, como para el discreto, haciendo uso de los Teoremas de punto

fijo de Schauder y Brouwer, respectivamente, y también se derivan las estimaciones

a priori óptimas del error de la aproximación.

Palabras clave: Bioconvección, método de elementos finitos, método de Galerkin

discontinuo, elementos de divergencia conforme, teoŕıa de punto fijo, análisis del error

a priori.
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2.3. Buen planteamiento de la formulación débil . . . . . . . . . . . . . . 12
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Caṕıtulo 1

Introducción

La convección causada por la concentración de microorganismos inmersos en un

fluido se llama Bioconvección. Este fenómeno consiste en un movimiento natural

de microorganismos que puede ser causado por diferentes factores externos como

la gravedad (gravitaxis), luz (fototaxis), ox́ıgeno o comida (quimiotaxis), gradientes

de temperatura o combinaciones de éstas [16]. El estudio de flujos bioconvectivos

permite una mejor comprensión de varios procesos biológicos que tienen aplicaciones

diversas en investigación bacteriana, el diseño de biorreactores de cultivo celular asi

como en la tecnoloǵıa de biocombustibles de algas, entre muchos otros, con novedosas

implicaciones médicas, de bioingenieŕıa y farmacéuticas [3, 12].

Un modelo matemático para describir la hidrodinámica tridimensional de los micro-

organismos gravitatorios se encuentra en [13, 15]. En estado estacionario, el modelo

describe el campo vectorial de velocidad u = (uj)1≤j≤3, el campo escalar de presión

p y la concentración ϕ de microorganismos en un fluido cultivo Ω ⊆ R3 mediante el
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sistema de ecuaciones diferenciales parciales

−µ∆u + (u · ∇) u +∇ p = f − (1 + γϕ) g y div u = 0 en Ω , (1.1a)

−div J = 0 donde J = (u + U i3)ϕ− k∇ϕ en Ω , (1.1b)

es decir, un sistema de tipo Navier-Stokes (1.1a) acoplado a una ecuación de conser-

vación celular (1.1b) para el flujo J de los microorganismos. Aqúı, los datos son la

viscosidad µ > 0, una fuerza externa distribuida por volumen f , el campo vectorial

gravitatorio g, la constante de la tasa de difusión k, la velocidad media de nada-

do ascendente de los microorganismos U , el vector unitario en la dirección vertical

i3 = (0, 0, 1)t y la constante γ := ρ0/ρm − 1 > 0 que depende de la densidad de

los microorganismos ρ0 y de la densidad del fluido de cultivo ρm. Mayor precisión

en cuanto a hipótesis de regularidad sobre estos datos asi como las condiciones de

frontera a considerar se establecen en la Sección 2.1 del caṕıtulo siguiente.

El primer análisis matemático formal del problema de Bioconvección (1.1) fue llevado

a cabo en [17]. Alĺı, los autores muestran existencia de solución para el problema

estacionario considerando la velocidad media U lo suficientemente pequeña. Además,

se establecen condiciones para la existencia de una solución débil global del problema

no estacionario. Posteriormente, [4] generaliza los resultados de [17] considerando el

caso en el que la concentración de los microorganismos puede afectar a la viscosidad

efectiva del fluido. Demuestran resultados de existencia de soluciones débiles y fuertes

en el caso estacionario, también bajo la hipótesis de que el dato U es pequeño.

Asimismo, establecen un resultado de unicidad de soluciones débiles. Posteriormente,

el análisis de este último trabajo se extiende en [8] para establecer la existencia y

unicidad de soluciones periódicas. Por su parte, en [2] se aborda el problema de

estimar las tasas de convergencia para el error cuando se utilizan aproximaciones

espectrales de Galerkin para el modelo (1.1).
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Algunos trabajos que abordan la simulación numérica y/o el análisis de estabilidad

de microorganismos gravitacionales en dominios bidimensionales son [6, 11, 14]. Has-

ta lo que conocemos, los únicos análisis de elementos finitos realizados para el modelo

de bioconvección (1.1) son [5] y [23] en los cuales se considera que la concentración

es dependiente de la viscosidad. En [5] se propone y analiza un método de elementos

finitos primal estándar. Se establecen resultados de existencia (para U suficiente-

mente pequeña) y de unicidad para los problemas continuos y discretos, aśı como

un resultado de convergencia. El desempeño y la precisión de la técnica numérica se

ilustran en el caso 2D, incluyendo un ejemplo con datos obtenidos de experimentos

en laboratorio. Aqúı, los autores utilizan el elemento finito Taylor-Hood de segundo

orden para aproximar la velocidad y la presión, mientras que para la concentración

se utilizan polinomios cuadráticos a trozos.

Por otra parte, en [23] los autores presentan un método de elementos finitos mixto.

Alĺı, además de las variables f́ısicas originales, los autores introducen el tensor de

deformación, el tensor de vorticidad, un tensor de pseudoestrés y una incógnita vec-

torial que depende de la velocidad del fluido, la concentración de microorganismos

y su gradiente, como variables adicionales. Usando un enfoque de punto fijo y com-

binando el teorema de Lax-Milgram con el teorema clásico de punto fijo de Banach

y Brouwer, se establecen la existencia de soluciones para los problemas continuo

y discreto (asumiendo U suficientemente pequeña), bajo supuestos de regularidad

adecuados, una elección factible de parámetros de penalización y, en el caso dis-

creto, para cualquier familia de subespacios de elementos finitos. Se demuestra una

estimación de Céa correspondiente y ĺımites de error óptimos a priori para la solu-

ción de Galerkin. Los experimentos numéricos en dos y tres dimensiones ilustran el

rendimiento de la técnica y respaldan las tasas de convergencia esperadas.

De acuerdo a lo anterior, inspirados por los trabajos [19, 28], en esta tesis preten-

demos desarrollar y analizar un nuevo método de elementos finitos basado en apro-
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ximaciones H(div)−conformes para simular el fenómeno de Bioconvección que esta

descrito por el problema (1.1). En particular, se busca que el método posea mayor

flexibilidad respecto a los espacios de elementos finitos y que se preserve la condición

de incompresibilidad del fluido a nivel discreto. De este modo, tras reescribir el pro-

blema fuerte en una formulación débil estándar, derivamos estimaciones a priori para

las soluciones y empleando un enfoque de punto fijo demostramos existencia de so-

luciones por el teorema de punto fijo de Schauder (para U suficientemente pequeña).

Además, la unicidad se establece suponiendo que los datos son suficientemente pe-

queños.

Se presenta luego un método de elementos finitos discontinuo en las ecuaciones del

fluido y un método conforme en la ecuación de concentración. Con mas precisión,

procediendo como en como en [28], nos basamos en la técnica de Galerkin discontinio

de penalización interior simétrica estándar y un enfoque upwind para formular el es-

quema discreto asociado con las ecuaciones del fluido. En cuanto a las ecuaciones de

concentración, se propone un esquema de elementos finitos conforme. Los subespa-

cios utilizados son los de Brezzi-Douglas-Marini (BDM) de orden k para la velocidad,

los cuales producen velocidades discretas con divergencia nula y elementos discon-

tinuos de orden k − 1 para la presión. Utilizamos los elementos finitos de Lagrange

para aproximar la concentración. De forma similar al caso continuo, demostramos

resultados de existencia usando el teorema de punto fijo de Brouwer y la unicidad

se sigue bajo hipótesis de data pequeã. Finalmente, se lleva a cabo estimaciones de

error a priori de manera rigurosa y se establece que éstas son del orden óptimo.
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Caṕıtulo 2

El problema modelo

En este caṕıtulo introduciremos y analizaremos la formulación variacional de

nuestro problema modelo. Para ello, en la Sección 2.1 primeramente estableceremos

notaciones y definiciones preliminares junto con las espacios funcionales con los que

trabajaremos. Alĺı también estableceremos con precisión las hipótesis de regularidad

sobre los datos involucrados en el modelo y las condiciones de frontera a considerar.

En seguida, en la Sección 2.2, procederemos a escribir el problema en su forma

débil y discutiremos las propiedades de estabilidad de las formas involucradas. En la

Sección 2.3 derivaremos estimados a priori de soluciones y, tras reescribir el problema

débil equivalentemente como un problema de punto fijo, demostraremos existencia

de soluciones usando el teorema de Shauder. La unicidad se establecerá en seguida

bajo una hipótesis de data pequeña.

2.1. Notaciones y definiciones preliminares

Dominio y espacio de funciones. El modelo que se considerará será en un

dominio espacial en tres dimensiones abierto y acotado Ω con frontera poliédrica Γ

con un vector exterior unitario normal n = (n1, n2, n3)t. Emplearemos la notación
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2.1. Notaciones y definiciones preliminares

estándar para espacios de Lebesgue y Sobolev. En particular, W s,p(Ω) (s ≥ 0) re-

presenta a las funciones en Lp(Ω) (p ≥ 1) cuyas derivadas, en sentido distribucional,

hasta el orden s, están en Lp(Ω), y sus respectivas normas y seminormas son deno-

tadas por ‖ · ‖s,p,Ω y | · |s,p,Ω, respectivamente. Como es habitual, en el caso p = 2, se

escribirá Hs(Ω) := W s,2(Ω), ‖ · ‖s,Ω := ‖ · ‖s,2,Ω y | · |s,Ω := | · |s,p,Ω.

El clásico espacio de funciones cuadrado integrables con media nula en Ω será deno-

tado por L2
0(Ω). Usaremos el subespacio cerrado de H1(Ω) dado por

H̃1(Ω) := H1(Ω) ∩ L2
0(Ω) =

{
ψ ∈ H1(Ω) :

∫
Ω

ψ = 0

}
, (2.1)

para el cual, gracias a la desigualdad generalizada de Friedrichs-Poincaré, existe

CFP > 0 (dependiendo sólo de Ω y Γ), tal que

‖ψ‖1,Ω ≤ CFP |ψ|1,Ω ∀ψ ∈ H̃1(Ω) . (2.2)

También definimos los siguientes espacios de Hilbert a valores vectoriales

H(div ,Ω) :=
{
w ∈ [L2(Ω)]3 : div w ∈ L2(Ω)

}
,

H0(div ,Ω) :=
{
w ∈H(div ,Ω) : w · n = 0 sobre Γ

}
,

H0(div 0,Ω) :=
{
w ∈H0(div ,Ω) : div w = 0 en Ω

}
.

Finalmente, recordamos que la inclusión de Sobolev H1(Ω) ↪→ Lq(Ω) se cumple para

1 ≤ q ≤ 6 cuando Ω ⊂ R3 (en el caso de dos dimensiones, es válido para 1 ≤ q <∞).

En particular, significa que existe una constante positiva CSob > 0, dependiendo sólo

sobre el dominio, tal que

‖ψ‖0,q,Ω ≤ CSob‖ψ‖1,Ω para q ∈ [1, 6]. (2.3)

6



2.1. Notaciones y definiciones preliminares

Condiciones de frontera e hipótesis sobre los datos. Para completar el sistema

(1.1), consideraremos una condición de no deslizamiento para la velocidad del fluido

y que no hay flujo de microorganismos sobre la frontera, es decir,

u = 0 sobre Γ y J · n = 0 sobre Γ . (2.4)

También suponemos que ningún microorganismo puede salir o entrar del dominio

f́ısico. Esto significa que la masa total de microorganismos es conocida, fijada y dada

por una constante, concretamente, α > 0, es decir,

1

|Ω|

∫
Ω

ϕ = α . (2.5)

En cuanto a los datos que aparecen en (1.1), suponemos que la viscosidad µ, la

constante γ, la constante de difusión k y la velocidad media de nadado ascendente

de los microorganismos U son constantes positivas. Además, como en [4, 5, 17],

asumimos que U es suficientemente pequeño de manera que

U <
κ

C2
FP

, (2.6)

donde CFP es la constante de Sobolev que aparece en la desigualdad de Friedrichs-

Poincaré (2.2).

La norma ‖·‖, sin sub́ındices, se usará para denotar la norma natural de un elemento

o de un operador en cualquier espacio producto. Eventualmente denotaremos por

C a cualquier constante genérica y positiva que, a menos que se especifique, será

independiente de cualquier parámetro de malla y de datos.
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2.2. El modelo de flujos bioconvectivos y su forma débil

2.2. El modelo de flujos bioconvectivos y su forma

débil
Para empezar, observe que después de desarrollar (1.1b), la ecuación de con-

centración celular toma la forma −κ∆ϕ+ u · ∇ϕ+ U
∂ϕ

∂x3

= 0 en Ω. Por lo tanto,

el hecho que una eventual solución ϕ satisfaciendo esta ecuación diferencial parcial

sea única salvo una constante aditiva, nos motiva a definir la concentración auxiliar

ϕα := ϕ− α, que acorde con la restricción de masa total (2.5) satisface

∫
Ω

ϕα = 0. (2.7)

Luego, reemplazando ϕ = ϕα + α en (1.1) se tiene que

−µ∆u + (∇u) u +∇ p = fα − (1 + γϕα) g en Ω ,

−κ∆ϕα + u · ∇ϕα + U
∂ϕα
∂x3

= 0 en Ω ,

(2.8)

donde fα := f − gγα i3 . A su vez, las condiciones de frontera (2.4) se reducen a

u = 0 , y κ
∂ϕα
∂n
− n3Uϕα = n3Uα sobre Γ . (2.9)

Para simplificar la notación, en adelante omitiremos los sub́ındices respecto a α y,

sin que esto genere confusión, volvemos a renombrar f := fα y ϕ := ϕα. De acuerdo

a esto, (2.7)-(2.9) son equivalentes al siguiente sistema de EDP’s (con concentración

auxiliar): Encontrar u, p y ϕ tal que

−µ∆u + (∇u) u +∇ p = f − (1 + γϕ) g , y div u = 0 en Ω,

−κ∆ϕ+ u · ∇ϕ+ U
∂ϕ

∂x3

= 0 en Ω, con

∫
Ω

ϕ = 0 ,

u = 0 y κ
∂ϕ

∂n
− n3Uϕ = n3Uα sobre Γ .

(2.10)
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2.2. El modelo de flujos bioconvectivos y su forma débil

Es claro, que una eventual solución p para (2.10) tiene que pertencer a L2
0(Ω) (ver

[9], por ejemplo) y por la última condición de la segunda fila de (2.10) la concentra-

ción auxiliar ϕ tiene que pertenecer al espacio H̃1(Ω) = H1(Ω) ∩ L2
0(Ω) (ver (2.1)).

Tomando esto en cuenta, para derivar la formulación variacional estándar de (2.10),

simplemente multiplicamos las ecuaciones en (2.10) por funciones test apropiadas

v ∈ [H1
0 (Ω)]3, q ∈ L2

0(Ω) y ψ ∈ H̃1(Ω), integramos sobre el dominio, luego usamos

fórmulas de integración por partes en los términos de difusión y tras incorporar las

condiciones de frontera (2.9), obtenemos la siguiente formulación débil: Encontrar

(u, p, ϕ) ∈ [H1
0 (Ω)]3 × L2

0(Ω)× H̃1(Ω) tal que

A S(u,v) + C S(u; u,v) − BS(v, p) = F S(ϕ; v),

BS(u, q) = 0 ,

A C(ϕ, ψ) + C C(u;ϕ, ψ) = FC(ψ),

(2.11)

para todo (v, q, ψ) ∈ [H1
0 (Ω)]3×L2

0(Ω)×H̃1(Ω). Donde las formas bilineales A S(·, ·) :

[H1
0 (Ω)]3 × [H1

0 (Ω)]3 → R y A C( ·, ·) : H1(Ω)×H1(Ω)→ R están definidas por

A S(u,v) = µ

∫
Ω

∇u : ∇v y A C(ϕ, ψ) = κ

∫
Ω

∇ϕ · ∇ψ − U

∫
Ω

ϕ
∂ψ

∂x3

, (2.12)

respectivamente, C S : [H1
0 (Ω)]3 × [H1

0 (Ω)]3 × [H1
0 (Ω)]3 → R y C C : [H1

0 (Ω)]3 ×

H1(Ω)×H1(Ω)→ R están dadas por

C S(w; u,v) =

∫
Ω

(∇u)w · v , y C C(w;ϕ, ψ) =

∫
Ω

(w · ∇ϕ)ψ , (2.13)

respectivamente, y la forma BS : [H1
0 (Ω)]3 × L2

0(Ω)→ R es

BS(v, q) =

∫
Ω

q div v . (2.14)

9



2.2. El modelo de flujos bioconvectivos y su forma débil

A su vez, con respecto a las formas del lado derecho en (2.11), para una función dada

φ ∈ H̃1(Ω), la forma F S(φ; · ) : [H1(Ω)]d −→ R y la forma FC : H1(Ω) −→ R son

los funcionales definidos por

F S(φ; v) =

∫
Ω

(
f − (1 + γφ)g

)
· v y FC(ψ) = Uα

∫
Γ

n3ψ . (2.15)

El siguiente lema establece las propiedades principales de las formas (2.12)-(2.15).

Lema 2.2.1. (a) Las formas A S(·, ·) : [H1
0 (Ω)]3 × [H1

0 (Ω)]3 → R y

A C( ·, ·) : H1(Ω)×H1(Ω)→ R definidas en (2.12) son acotadas y coercivas.

(b) La forma BS : [H1
0 (Ω)]3×L2

0(Ω)→ R definida en (2.14) es acotada y satisface

la condición inf-sup

sup
v∈[H1

0 (Ω)]d

v 6=0

BS(v, q)

‖v‖1,Ω

≥ β ‖q‖0,Ω ∀ q ∈ L2
0(Ω) . (2.16)

(c) C S : [H1
0 (Ω)]3× [H1

0 (Ω)]3× [H1
0 (Ω)]3 → R y C C : [H1

0 (Ω)]3×H1(Ω)×H1(Ω)→

R (cf. (2.13)), las formas trilineales son acotadas. Más aún, C S y C C satisfacen

la propiedad anti-simétrica

C S(w; u,v) = −C S(w; v,u) y C C(w;ϕ, ψ) = −C C(w;ψ, ϕ) (2.17)

para todo w ∈H0(div 0,Ω), u,v ∈ [H1(Ω)]d y ϕ, ψ ∈ H1(Ω).

(d) Las formas F S(φ; · ) : [H1(Ω)]d −→ R (φ dada en H1(Ω)) y FC : H1(Ω) −→

R (cf. (2.15)) son acotadas.

Demostración. (a) Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

∣∣∣A S(u,v)
∣∣∣ ≤ µ ‖u‖1,Ω ‖v‖1,Ω y

∣∣∣A C(ϕ, ψ)
∣∣∣ ≤ (κ+ U) ‖ϕ‖1,Ω ‖ψ‖1,Ω , (2.18)

10
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para todo u,v ∈ [H1(Ω)]3 y ϕ, ψ ∈ H1(Ω). La elipticidad de A S se desprende de la

desigualdad de Poincaré en [H1
0 (Ω)]3. En efecto,

A S(v,v) ≥ µ |v|21,Ω ≥ µC−2
FP‖v‖

2
1,Ω ∀v ∈ [H1

0 (Ω)]d. (2.19)

En cuanto a la forma A C , esta es fácil de chequear por la desigualdad de Friedrichs-

Poincaré (2.2) en H̃1(Ω), las desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Young, obte-

niendo que

A C(ψ, ψ) = κ‖∇ψ‖2
0,Ω − U

∫
Ω

ψ
∂ψ

∂x3

≥ κC−2
FP ‖ψ‖

2
1,Ω −

1

2
U
(
‖ψ‖2

0,Ω + ‖∇ψ‖2
0,Ω

)
.

Por lo tanto, como ‖ψ‖2
1,Ω = ‖ψ‖2

0,Ω + ‖∇ψ‖2
0,Ω y gracias a la hipótesis (2.6), se sigue

que A C es H̃1(Ω)−coerciva con constante κC−2
FP − 1

2
U > 0. Más precisamente,

A C(ψ, ψ) ≥
(
κC−2

FP −
1

2
U
)
‖ψ‖2

1,Ω ∀ψ ∈ H̃1(Ω) . (2.20)

(b) Es fácil ver que por las desigualdades de Cauchy-Schwarz y Young que

∣∣∣BS(q,v)
∣∣∣ ≤ ‖q‖0.Ω ‖div v‖0,Ω ≤ C ‖q‖0,Ω ‖v‖1,Ω ∀ q ∈ L2

0(Ω), ∀v ∈ [H1(Ω)]3 ,

(2.21)

y entonces BS es acotada. La condición inf-sup (2.16) es una propiedad bastante conocida

que proviene del hecho de que el operador de divergencia es un isomorfismo desde X en

L2
0(Ω) (y por lo tanto, es sobreyectivo), donde X representa el núcleo de BS , que es,

X =
{
v ∈ [H1

0 (Ω)]d : BS(v, q) = 0 , ∀q ∈ L2
0(Ω)

}
=
{
v ∈ [H1

0 (Ω)]d : div v = 0
}
.

(2.22)

Esto puede consultarse en [25, Corolario I.2.4] y omitimos mayores detalles.

11



2.3. Buen planteamiento de la formulación débil

(c) Por las desigualdades de Hölder y Sobolev (ver (2.3)), se deduce que

∣∣∣C S(w;u,v)
∣∣∣ ≤ ‖w‖0,4,Ω‖∇u‖0,Ω‖v‖0,4,Ω ≤ CSob ‖w‖1,Ω ‖u‖1,Ω ‖v‖1,Ω , (2.23)∣∣∣C C(w;ϕ,ψ)
∣∣∣ ≤ ‖w‖0,q,Ω ‖∇ϕ‖0,Ω ‖ψ‖0,q′,Ω ≤ CSob ‖w‖1,Ω ‖ϕ‖1,Ω ‖ψ‖1,Ω , (2.24)

para todo w,u,v ∈ [H1(Ω)]d y ϕ,ψ ∈ H1(Ω). Por otro lado, la propiedad anti-simétrica

(2.17), la cual demostramos tras usar una integración por partes y el hecho que w ∈

H0(div 0,Ω).

(d) Sea φ ∈ H̃1(Ω) dado. Entonces, usando las desigualdades de Cauchy-Schwarz, triangu-

lar y Hölder obtenemos que

∣∣∣FS(φ;v)
∣∣∣ ≤ { ‖f‖0,Ω +

(
|Ω|1/2 + γ‖φ‖0,Ω

)
‖g‖∞,Ω

}
‖v‖1,Ω . (2.25)

A su vez, para el funcional FC , se sigue por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y de trazas

que

∣∣∣FC(ψ)
∣∣∣ ≤ Uα|Γ|1/2‖ψ‖1,Ω . (2.26)

Despúes de lo demostrado en el Lema 2.2.1, estamos en posición de dar inicio al

buen planteamiento del problema.

2.3. Buen planteamiento de la formulación débil

Notar que gracias a la condición inf-sup (2.16) que satisface la forma bilineal

BS(·, ·), y establecida en el Lema 2.2.1, se sigue que el problema (2.11) es equivalente

al siguiente problema reducido al núcleo X (definido en (2.22)): Encontrar (u, ϕ) ∈

12



2.3. Buen planteamiento de la formulación débil

X × H̃1(Ω) tal que

A S(u,v) + C S(u; u,v) = F S(ϕ; v),

A C(ϕ, ψ) + C C(u;ϕ, ψ) = FC(ψ) ,

(2.27)

para todo (v, ψ) ∈ X × H̃1(Ω). Para abordar el análisis de solubilidad de este

problema, comenzamos por derivar las estimaciones a priori de las soluciones (Sección

2.3.1) con el fin de emplear después un enfoque de punto fijo adecuado que nos

permita establecer resultados de existencia y unicidad (Sección 2.3.2).

2.3.1. Estimaciones a priori y enfoque de punto fijo

Teorema 2.3.1. Asumiendo que (2.6) se satisface, entonces cualquier solución (u, ϕ)

de (2.27) cumplen las estimaciones a priori

‖u‖1,Ω ≤ C1(µ, α, κ, U,f , g) y ‖ϕ‖1,Ω ≤ C2(α, κ, U) , (2.28)

donde

C1(µ, α, κ, U,f , g) = µ−1C2
FP

{
‖f‖0,Ω +

(
|Ω|1/2 + γC2(α, κ, U)

)
‖g‖∞,Ω

}
, (2.29)

y

C2(α, κ, U) =
(
κC−2

FP −
1

2
U
)−1

Uα|Γ|1/2. (2.30)

Demostración. Basta ver que si (u, ϕ) es una solución de (2.27) entonces al tomar

v = u y ψ = ϕ alĺı, luego usando que C S(u; u,u) = 0 y C C(u;ϕ, ϕ) = 0 según la

propiedad (2.17) de las formas trilineales C S y C C , encontramos que

A S(ϕ; u,u) = F S(ϕ; u) y A C(ϕ, ϕ) = FC(ϕ) . (2.31)

13
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Ahora, usando la elipticidad de A C (cf. (2.20)) y la cota de FC (cf. (2.26)) en la

segunda ecuación de (2.31), obtenemos que

(
κC−2

FP −
1

2
U
)
‖ϕ‖2

1,Ω ≤ |FC(ϕ)| ≤ Uα|Γ|1/2‖ϕ‖1,Ω ,

y tras simplificar y usar la suposición (2.6), tenemos

‖ϕ‖1,Ω ≤ Uα|Γ|1/2
(
κC−2

FP −
1

2
U
)−1

,

que da la estimación deseada en (2.28) para ϕ. A su vez, utilizando ahora la coer-

cividad de la forma bilineal A S aśı como la cota para F S (ver (2.19) y (2.25),

respectivamente), encontramos a partir de la primera ecuación de (2.31) que

µC−2
FP‖u‖

2
1,Ω ≤

∣∣∣F S(ϕ; u)
∣∣∣ ≤ { ‖f‖0,Ω +

(
|Ω|1/2 + γ‖ϕ‖0,Ω

)
‖g‖∞,Ω

}
‖u‖1,Ω .

Por lo tanto, la estimación deseada para u simplemente se obtiene después de sim-

plificar y utilizar la cota del estimado a priori ya obtenido para ϕ.

A continuación, consideraremos una versión linealizada y desacoplada del proble-

ma (2.27) definida como: Dado (w, φ) ∈X × H̃1(Ω), encontrar (u, ϕ) ∈X × H̃1(Ω)

tal que

A S(u,v) + C S(w; u,v) = F S(φ; v),

A C(ϕ, ψ) + C C(w;ϕ, ψ) = FC(ψ) ,

(2.32)

o equivalentemente,

A (w; (u, ϕ), (v, ψ)) = F (φ; (v, ψ)) ∀ (v, ψ) ∈ X × H̃1(Ω). (2.33)
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donde,

A (w; (u, ϕ), (v, ψ)) = A S(u,v) + C S(w; u,v) + A C(ϕ, ψ) + C C(w;ϕ, ψ) (2.34)

y

F (φ; (v, ψ) = F S(φ; v) + FC(ψ) , (2.35)

para todo (v, ψ) ∈ X×H̃1(Ω). En segundo lugar, consideremos el operador solución

asociado al problema (2.33),

L : X × H̃1(Ω) −→ X × H̃1(Ω)

(w, φ) 7−→ (u, ϕ) := L (w, φ) ,

(2.36)

donde, (u, ϕ) corresponde a la solución del problema (2.33) (o, equivalentemente, al

problema (2.32)). Se deduce entonces que cualquier solución del problema (2.27) es

un punto fijo del operador L . En otras palabras, tenemos la siguiente equivalencia

crucial

(u, ϕ) es solución a (2.27) ⇐⇒ (u, ϕ) = L (u, ϕ) . (2.37)

Ciertamente, primero tenemos que comprobar que el operador L efectivamente está

bien definido. Ese es el objetivo del siguiente resultado.

Lema 2.3.2. Bajo las hipótesis del Teorema 2.3.1, el operador L está bien definido.

Demostración. Sea (w, φ) dado en X×H̃1(Ω). Entonces, por definición de A (w; ·, ·)
(cf. (2.34)), la desigualdad triangular, las cotas (2.18) de las formas A S y A C , y

los estimados (2.23) y (2.24) para las formas trilineales C S(w; ·, ·) y C C(w; ·, ·),
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respectivamente, y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, encontramos que

∣∣A (w; (u, ϕ), (v, ψ))
∣∣ ≤ ∣∣A S(u,v)

∣∣ +
∣∣C S(w;u,v)

∣∣ +
∣∣A C(ϕ,ψ)

∣∣ +
∣∣C C(w;ϕ,ψ)

∣∣
≤ µ‖u‖1,Ω‖v‖1,Ω + CSob‖w‖1,Ω‖u‖1,Ω‖v‖1,Ω + (κ+ U)‖ϕ‖1,Ω‖ψ‖1,Ω

+ CSob‖w‖1,Ω‖ϕ‖1,Ω‖ψ‖1,Ω

≤ 2 máx{µ, κ+ U,CSob‖w‖1,Ω }
(
‖u‖1,Ω‖v‖1,Ω + ‖ϕ‖1,Ω‖ψ‖1,Ω

)
≤ ‖A ‖ ‖(u, ϕ)‖ ‖(v, ψ)‖ ,

y entonces A es acotada en X×H̃1(Ω) con constante ‖A ‖ := 2 máx{µ, κ+U,CSob‖w‖1,Ω } .

A su vez, por la elipticidad de las formas A S y A C (cf. (2.19) y (2.20), respectivamente),

y propiedades de anti-simetŕıa (2.17) de las formas C S y C C , se deduce que

A (w; (v, ψ), (v, ψ)) ≥ µC−2
FP ‖v‖21,Ω +

(
κC−2

FP −
1

2
U
)
‖ψ‖21,Ω ≥ αA ‖(v, ψ)‖2 , (2.38)

y por tanto, la forma bilineal A es coerciva sobre X × H̃1(Ω) con constante

αA = mı́n
{
µC−2

FP, κC
−2
FP −

1

2
U
}
> 0 , (2.39)

la cual es positiva gracias a la hipótesis (2.6). Finalmente, tenemos que F ∈
(
X×H̃1(Ω)

)′
.

Efectivamente, utilizando la definición de F (φ; ·) (cf. (2.35)), los acotamientos (2.25) y

(2.26) para los funcionales FS(φ; ·) y FC , respectivamente, deducimos que

∣∣F (φ; (v, ψ))
∣∣ ≤ ∣∣FS(φ;v)

∣∣ +
∣∣FC(ψ)

∣∣
≤
{
‖f‖0,Ω +

(
|Ω|1/2 + γ‖φ‖0,Ω

)
‖g‖∞,Ω

}
‖v‖1,Ω + Uα|Γ|1/2‖ψ‖1,Ω ≤ ‖F‖ ‖(v, ψ)‖ ,

donde ‖F‖ =
√

2 máx
{
‖f‖0,Ω +

(
|Ω|1/2 + γ‖φ‖0,Ω

)
‖g‖∞,Ω, Uα|Γ|1/2

}
. De esta manera,

de acuerdo al Lema de Lax-Milgram (ver [24, Lemma 1.4], por ejemplo), para cualquier

(w, φ) ∈ X × H̃1(Ω), existe una única (u, ϕ) ∈ X × H̃1(Ω) solución a (2.32) o, equi-

16



2.3. Buen planteamiento de la formulación débil

valentemente, tal que L (w, φ) = (u, ϕ). Esto nos muestra que el operador L está bien

definido.

2.3.2. Existencia y unicidad de la solución

En esta sección proporcionamos el resultado de existencia de soluciones al pro-

blema (2.27) que, según (2.37), es equivalente a probar que el operador L tiene

un punto fijo. Para ello, verificaremos las hipótesis del teorema del punto fijo de

Schauder, el cual recordaremos como sigue (ver, e.g. [7, Thm. 9.12-1(b)]).

Teorema 2.3.3. Sea B un subconjunto cerrado y convexo de un espacio de Banach

X y sea L : B −→ B un operador continuo tal que L(B) es compacto. Entonces L

tiene al menos un punto fijo.

Para empezar, definimos el subconjunto cerrado y convexo de X × H̃1(Ω) dado

por

B =
{

(w, φ) ∈X × H̃1(Ω) : ‖w‖1,Ω ≤ C1(µ, α, κ, U,f , g) , ‖φ‖1,Ω ≤ C2(α, κ, U)
}
,

(2.40)

donde C1(µ, α, κ, U,f , g) y C2(α, κ, U) están definidas por (2.29) y (2.30), respecti-

vamente. Observe que el Lema 2.3.2 establece que para cualquier (w, φ) ∈ B existe

un único (u, ϕ) ∈ X × H̃1(Ω) satisfaciendo L (w, φ) = (u, ϕ). Más aún veremos

que el operador L en realidad mapea la bola B en śı misma. En efecto, según la

definición de L (ver (2.32)-(2.33)), si L (w, φ) = (u, ϕ) es porque

A S(u,v) + C S(w; u,v) = F S(φ; v),

A C(ϕ, ψ) + C C(w;ϕ, ψ) = FC(ψ) .

(2.41)

En consecuencia, tomando v = u en la primera ecuación de (2.41), procediendo
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similarmente como en Teorema 2.3.1 y usando que ‖φ‖1,Ω ≤ C2(α, κ, U) encontramos

que

‖u‖1,Ω ≤ µ−1C2
FP

{
‖f‖0,Ω +

(
|Ω|1/2 + γ ‖φ‖0,Ω

)
‖g‖∞,Ω

}
≤ µ−1C2

FP

{
‖f‖0,Ω +

(
|Ω|1/2 + γ C2(α, κ, U)

)
‖g‖∞,Ω

}
= C1(µ, α, κ, U,f , g) .

(2.42)

A su vez, tomando ψ = ϕ en la segunda ecuación de (2.41) y procediendo nuevamente

tal como en el Teorema 2.3.1, deducimos inmediatamente que

‖ϕ‖1,Ω ≤ Uα|Γ|1/2
(
κC−2

FP −
1

2
U
)−1

= C2(α, κ, U) .

Como consecuencia, (u, ϕ) = L (w, φ) ∈ B y por lo tanto

L (B) ⊆ B . (2.43)

Ahora, veremos que el operador L es localmente Lipschitz continuo en X × H̃1(Ω).

Más precisamente, mostraremos que para (w, φ) , (w̃, φ̃) ∈ B, existe una constante

CLIP > 0, tal que

‖L (w, φ)−L (w̃, φ̃)‖ ≤ CLip ‖(w, φ) − (w̃, φ̃)‖ . (2.44)

Para empezar, se tiene que para cualquier (w, φ) , (w̃, φ̃) ∈ B, el Lema 2.3.2 garanti-

za la existencia de (u, ϕ) = L (w, φ) y (ũ, ϕ̃) = L (w̃, φ̃) en X × H̃1(Ω) cumpliendo

A (w; (u, ϕ), (v, ψ)) = F (φ; (v, ψ)) ∀ (v, ψ) ∈ X × H̃1(Ω), (2.45)

A (w̃; (ũ, ϕ̃), (v, ψ)) = F (φ̃; (v, ψ)) ∀ (v, ψ) ∈ X × H̃1(Ω). (2.46)

Usando la elipticidad de la forma bilineal A (w; ·, ·) (cf. (2.38), su linealidad y la
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relación (2.45) con v = u− ũ y ψ = ϕ− ϕ̃, encontramos

αA ‖L (w, φ)−L (w̃, φ̃)‖2 = αA ‖(u− ũ, ϕ− ϕ̃)‖2

≤ A (w; (u− ũ, ϕ− ϕ̃), (u− ũ, ϕ− ϕ̃))

= A (w; (u, ϕ), (u− ũ, ϕ− ϕ̃))−A (w; (ũ, ϕ̃), (u− ũ, ϕ− ϕ̃))

= F (φ; (u− ũ, ϕ− ϕ̃))−A (w; (ũ, ϕ̃), (u− ũ, ϕ− ϕ̃)) .

(2.47)

A continuación, sumando y restando F (φ̃; (u − ũ, ϕ − ϕ̃)) en (2.47), combinando

términos, usando el hecho que F (φ̃; (u − ũ, ϕ − ϕ̃)) = A (w̃; (ũ, ϕ̃), (u − ũ, ϕ − ϕ̃)

(según (2.46)), y luego la definición de F y A y despúes simplificando, deducimos

que

αA ‖L (w, φ)−L (w̃, φ̃)‖2 = αA ‖(u− ũ, ϕ− ϕ̃)‖2

≤ F (φ; (u− ũ, ϕ− ϕ̃)−F (φ̃; (u− ũ, ϕ− ϕ̃))

+A (w̃; (ũ, ϕ̃), (u− ũ, ϕ− ϕ̃)) + A (w; (ũ, ϕ̃), (u− ũ, ϕ− ϕ̃))

= FS(φ;u− ũ)−FS(φ̃;u− ũ) + C S(w̃ −w; ũ,u− ũ) + C C(w̃ −w; ϕ̃, ϕ− ϕ̃) .

(2.48)

Pero, según la definición de F S (cf. (2.15)), tenemos a partir de la desigualdad de

Hölder que

F S(φ; u−ũ)−F S(φ̃; u−ũ) = γ

∫
Ω

(
φ̃−φ

)
g ·(u−ũ) ≤ γ‖g‖∞,Ω‖φ̃−φ‖0,Ω‖u−ũ‖0,Ω
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y utilizando esta estimación junto con (2.23) y (2.24) en (2.48) se deduce que

αA ‖L (w, φ)−L (w̃, φ̃)‖2 = αA ‖(u− ũ, ϕ− ϕ̃)‖2

≤
(
γ‖g‖∞,Ω‖φ̃− φ‖0,Ω + ‖w̃ −w‖0,4,Ω‖∇ũ‖0,Ω + ‖w̃ −w‖0,4,Ω‖∇ϕ̃‖0,Ω

)
×‖(u− ũ, ϕ− ϕ̃)‖ .

(2.49)

Luego, simplificando deducimos que

‖L (w, φ)−L (w̃, φ̃)‖ ≤ α−1
A

(
γ‖g‖∞,Ω + ‖∇ũ‖0,Ω + ‖∇ϕ̃‖0,Ω

)
‖(w − w̃, φ− φ̃)‖ .

(2.50)

La propiedad de Lipschitz continuidad (2.44) del operador L entonces se deduce

utilizando el hecho de que (ũ, ϕ̃) ∈ B (según (2.43)) y por lo tanto se cumple que

‖∇ũ‖0,Ω ≤ ‖ũ‖1,Ω ≤ C1(µ, α, κ, U,f , g) y ‖∇ϕ̃‖0,Ω ≤ ‖ϕ̃‖1,Ω ≤ C2(α, κ, U) . La

constante de continuidad de Lipschitz resultando esta definida entonces como

CLip = α−1
A

(
γ‖g‖∞,Ω + C1(µ, α, κ, U,f , g) + C2(α, κ, U)

)
. (2.51)

En este punto estamos en condiciones de sintetizar y establecer las principales pro-

piedades del operador L (cf. (2.36)).

Teorema 2.3.4. Bajo las hipótesis del Teorema 2.3.1, sea L : X × H̃1(Ω) el ope-

rador definido por (2.36) y sea B la bola en X × H̃1(Ω) dada por (2.40), entonces

L (B) ⊆ B, L es localmente Lipschitz continuo y, además, L (B) es compacta.

Demostración. Sólo queda por demostrar que L (B) es compacta. En efecto, cual-

quier sucesión {(wk, φk)}k≥1 en B es claramente acotada en X×H̃1(Ω) y aśı podemos

extraer de ella una sub-sucesión {(w(1)
k , φ

(1)
k )}k≥1 débilmente convergente X×H̃1(Ω).

Es decir, existe un único (w, φ) ∈ X × H̃1(Ω) tal que (w
(1)
k , φ

(1)
k ) ⇀ (w, φ) cuando
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2.3. Buen planteamiento de la formulación débil

k →∞. De este modo, si denotamos

(u
(1)
k , ϕ

(1)
k ) := L (w

(1)
k , φ

(1)
k ) y (u, φ) := L (w, φ) ,

y procediendo exactamente como en (2.47)-(2.49) con (w
(1)
k , φ

(1)
k ) y (w, φ) en lugar

de (w, φ) y (w̃, φ̃), respectivamente, y (u
(1)
k , ϕ

(1)
k ) y (u, ϕ) en lugar de (u, ϕ) y (ũ, ϕ̃),

deducimos que

αA ‖L (w
(1)
k , φ

(1)
k )−L (w, φ)‖2 = αA ‖(u

(1)
k − u, ϕ

(1)
k − ϕ)‖2

≤
(
γ‖g‖∞,Ω‖φ− φ(1)

k ‖0,Ω + ‖w −w
(1)
k ‖0,4,Ω‖∇u‖0,Ω + ‖w −w

(1)
k ‖0,4,Ω‖∇ϕ‖0,Ω

)
×‖(u(1)

k − u, ϕ
(1)
k − ϕ)‖ ,

y simplificando

‖L (w
(1)
k , φ

(1)
k )−L (w, φ)‖

≤ α−1
A

(
γ‖g‖∞,Ω‖φ− φ(1)

k ‖0,Ω +
(
‖∇u‖0,Ω + ‖∇ϕ‖0,Ω

)
‖w −w

(1)
k ‖0,4,Ω

)
.

El teorema de Rellich-Kondrachov (cf. [1, Thm. 6.3]), garantiza que

‖φ− φ(1)
k ‖0,Ω

k→∞−−−→ 0 y ‖w −w
(1)
k ‖0,4,Ω

k→∞−−−→ 0.

Por lo tanto, ‖L (w
(1)
k , φ

(1)
k )−L (w, φ)‖ k→∞−−−→ 0 , es decir, la sucesión {L (w

(1)
k , φ

(1)
k )}k≥1

es fuertemente convergente a L (w, φ). Esto muestra que L (B) es compacto.

Enunciamos ahora el resultado principal de esta sección.

Teorema 2.3.5. Asumiendo (2.6), existe una solución (u, ϕ) al problema (2.27).

Además, si los datos son lo suficientemente pequeños como para que la constante

CLip < 1 (cf. (2.51)), entonces la solución es única.
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2.3. Buen planteamiento de la formulación débil

Demostración. Basta con ver que, en virtud del Lema 2.3.2, la relación (2.43) y el

Teorema 2.3.5 tenemos que el operador L : B −→ B satisface las condiciones del

teorema del punto fijo de Shauder (cf. Teorema 2.3.3) y por lo tanto L tiene al

menos un punto fijo, (u, ϕ) ∈ B ⊆ X × H̃1(Ω). A su vez, gracias a la equivalencia

(2.37), (u, ϕ) corresponde a una solución del problema (2.27).

Adicionalmente, si suponemos que (u, ϕ) y (ũ, ϕ̃) son dos soluciones del problema

(2.27) o, equivalentemente, son puntos fijos del mapeo L , entonces a partir de la

propiedad de continuidad de Lipschitz de L (cf. ver (2.44)) alĺı, se tiene que

‖(u, ϕ)− (ũ, ϕ̃)‖ = ‖L (u, ϕ)−L (ũ, ϕ̃)‖ ≤ CLip‖(u, ϕ)− (ũ, ϕ̃)‖ .

Usando la definición de CLip (cf. (2.51), concluimos entonces que para datos suficien-

temente pequeños como para que

CLip = α−1
A

(
γ‖g‖∞,Ω + C1(µ, α, κ, U,f , g) + C2(α, κ, U)

)
< 1, (2.52)

la solución es única.

La existencia de la presión p solución al problema (2.11) es estándar y se deduce

esencialmente de la condición inf-sup (2.16). Omitimos más detalles y referimos al

lector a [9, Teorema 1.4].
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Caṕıtulo 3

Problema modelo discreto

3.1. Discretización de elementos finitos

En esta sección, presentamos y analizamos el esquema discreto que proponemos

para el problema (2.11), el cual está basado en aproximaciones de Galerkin discon-

tinuo para el fluido y aproximación conforme para la concentración. De este modo,

tras introducir algunas notaciones y definiciones preliminares en la Sección 3.1.1,

estableceremos y analizaremos el esquema propuesto a lo largo de la Sección 3.1.2.

3.1.1. Preliminares

Sea Th una partición regular de Ω, constituida por tetrahedros K (K seŕıa un

triángulo si el caso fuese 2D) con vector normal unitario saliente nK y diametro hK .

Como es habitual, el tamaño de la malla está definido como h := máx
K∈Th

hK . Para

simplificar, asumiremos que la intersección de dos elementos es vaćıa o un vértice, o
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3.1. Discretización de elementos finitos

un lado/cara. Denotaremos

E ih : = {e : e es lado/cara interior} ,

Ebh : = {e : e es lado/cara frontera} ,

Eh : = E ih ∪ Ebh .

Además, se denotará por he la longitud/diámetro máximo de cualquier e ∈ Eh. A

continuación, se presentan los operadores de saltos y promedio que se utilizarán en

las secciones siguientes. En primer lugar, sea e ∈ E ih un lado/cara común de dos

elementos vecinos K+, K− ∈ Th satisfaciendo e = ∂K+ ∩ ∂K−, y sea n±e el vector

normal unitario saliente de e en K±. Si ψ y v son funciones escalares o vectoriales a

trozos suficientemente regulares en Th, respectivamente, denotamos por ψ± y v± sus

trazas tomadas desde el interior de K±. Definimos entonces el salto [[ · ]] actuando

sobre ψ y v como

[[ψ]] =


ψ+n+

e + ψ−n−e , e ∈ E ih

ψ n , e ∈ Ebh

y [[v]] =


v+ ⊗ n+

e + v− ⊗ n−e , e ∈ E ih

v ⊗ n e ∈ Ebh ,

donde n es el vector normal unitario saliente a ∂Ω. A su vez, para cualquier función

(escalar, vectorial o tensorial) suficientemente regular y a trozos η definimos su pro-

medio a través de e ∈ E ih como {{ η }} = 1
2

(
η+ + η−

)
y {{η}} = η si e ∈ Ebh.

Para r ≥ 0, consideramos el espacio de Sobolev a trozos

Hr(Th) =
{
φ ∈ L2(Ω) : φ

∣∣
K
∈ Hr(K) ∀K ∈ Th

}
, (3.1)
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3.1. Discretización de elementos finitos

y las normas dependientes de parámetros de la malla

‖ψh‖2
1,Th =

∑
K∈Th

‖∇hψ‖2
0,K +

∑
e∈Eh

a0

he
‖ [[ψ]]‖2

0,e ∀ψ ∈ H1(Th) ,

‖ψh‖2
2,Th = ‖ψh‖2

1,Th +
∑
K∈Th

h2
K |ψ|22,K ∀ψ ∈ H2(Th) ,

(3.2)

donde ∇h( · ) es el operador gradiente discreto y a0 es un parámetro fijo a ser definido

mas adelante (ver ecuación (3.7) y párrafo que procede). Una desigualdad inversa

(ver [28, Sección 3.3.1]) permite garantizar la existencia de una constante C > 0,

independientemente del tamaño de la malla, tal que:

‖ψh‖2,Th ≤ C ‖ψh‖1,Th ∀ψh ∈ H2(Th) . (3.3)

Además, recordamos la versión discontinua de la inclusión de Sobolev (2.3) (ver e.g.,

[10, 30]): se garantiza la existencia de C̃Sob > 0 tal que

‖ψ‖0,q,Ω ≤ C̃Sob‖ψ‖1,Th ∀ψ ∈ H1(Th) , donde

 q ≥ 1 si d = 2 ,

q ∈ [1, 6] si d = 3,

(3.4)

la cual es útil para probar estimaciones discretas y propiedades de estabilidad de

las formas que definen el problema discreto que se definirá a continuación en la

Sección 3.1.2. Las respectivas versiones vectoriales de (3.1)-(3.4) se extienden de

forma natural.

3.1.2. Esquema de elementos finitos

Para una aproximación de orden k ≥ 1 y una malla Th sobre Ω como en la sección

3.1.1, Sea Pk(K) el espacio local de polinomios de grado ≤ k sobre K. Entonces,
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3.1. Discretización de elementos finitos

consideramos los siguientes espacios de dimensión finita

V h =
{

vh ∈H0(div ; Ω) : vh
∣∣
K
∈ [Pk(K)]d, ∀K ∈ Th

}
,

Qh =
{
qh ∈ L2

0(Ω) : qh
∣∣
K
∈ Pk−1(K), ∀K ∈ Th

}
,

Wh =
{
ψh ∈ C(Ω) ∩ L2

0(Ω) : ψh
∣∣
K
∈ Pk(K), ∀K ∈ Th

}
.

(3.5)

Notar que V h es el espacio BDM de divergencia conforme [20] y Wh ⊆ H̃1(Ω) es el

espacio clásico de elementos finitos de Lagrange de grado k con media nula en Ω. De

esta forma, basado en los espacio discretos (3.5), proponemos el siguiente método

de elementos finitos de Galerkin discontinuo para el problema (2.11): Encontrar

(uh, ph, ϕh) ∈ V h ×Qh ×Wh, tal que

A S
h (uh,vh) + C S

h (uh; uh,vh) − BS(vh, ph) = F S(ϕh,vh),

BS(uh, qh) = 0 ,

A C(ϕh, ψh) + C C(uh;ϕh, ψh) = FC(ψh),

(3.6)

para todo (vh, ph, ψh) ∈ V h × Qh ×Wh. Donde, la forma bilineal discreta A S
h que

consideramos se basa en el método de penalización interior [18] y está dado por

A S
h (uh,vh) = µ

∫
Ω

∇huh : ∇hvh −
∑
e∈Eh

∫
e

µ {{∇uh}} : [[vh]]

−
∑
e∈Eh

∫
e

µ {{∇vh}} : [[uh]] +
∑
e∈Eh

a0

he

∫
e

µ [[uh]] : [[vh]] ,

(3.7)

donde a0 es el parámetro que debe ser tomado lo suficientemente grande para que

la forma bilineal A S
h sea coerciva (ver [18] para más detalles). A su vez, la forma

discreta vinculada al término convectivo no lineal, basado en un enfoque upwind
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3.1. Discretización de elementos finitos

[27], está definida por

C S
h (wh; uh,vh) =

∫
Ω

(wh ·∇h)uh ·vh +
1

2

∑
K∈Th

∫
∂K\Γ

(wh ·nK−|wh ·nK |)
(
ueh−uh

)
·vh,

(3.8)

donde ueh representa la traza de uh, tomada desde el exterior de K. Las formas

bilineales BS y A C están definidas por (2.14) y (2.12). Y la forma trilineal C C está

dada por (2.13), como en el caso continuo.

3.1.3. Estimadores discretos y propiedades de estabilidad

A continuación, presentamos algunas propiedades de las formas que definen la

formulación discreta (3.6) y que son necesarias para el análisis respectivo. Sus demos-

traciones se pueden encontrar en los trabajos relacionados anteriores [10, 21, 28, 29]

y por lo tanto las omitimos.

∣∣∣A S
h (uh,vh)

∣∣∣ ≤ C̃A S ‖uh‖1,Th ‖vh‖1,Th ∀uh,vh ∈ V h , (3.9)∣∣∣A S
h (u,vh)

∣∣∣ ≤ ĈA S ‖u‖2,Th ‖vh‖1,Th ∀u ∈ [H2(Th)]n ∀vh ∈ V h ,

(3.10)∣∣∣BS(vh, q)
∣∣∣ ≤ C̃BS ‖vh‖1,Th ‖q‖0,Ω ∀vh ∈ V h ∀ q ∈ L2

0(Ω) , (3.11)∣∣∣C S
h (wh;uh,vh)

∣∣∣ ≤ C̃CS ‖wh‖1,Th ‖uh‖1,Th ‖vh‖1,Th ∀wh,uh,vh ∈ V h , (3.12)∣∣∣C C(wh;ϕh, ψh)
∣∣∣ ≤ C̃CC ‖wh‖1,Th ‖ϕh‖1,Ω ‖ψh‖1,Ω ∀wh ∈ V h ∀ϕh, ψh ∈Wh .

(3.13)

Además, se sabe que para un parámetro suficientemente grande a0, la forma bili-

neal A S
h es coerciva (ver [18, 24] para más detalles). Más precisamente, existe una

constante positiva α̃S que es independiente de h tal que

A S
h (vh,vh) ≥ α̃S‖vh‖2

1,Th ∀vh ∈ V h. (3.14)
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3.1. Discretización de elementos finitos

Por otro lado, dado que Wh ⊆ H̃1(Ω), se sigue inmediatamente la continuidad y la

elipticidad de la forma bilineal A C , pero aplicada al subespacio Wh. Es decir,

∣∣∣A C(ϕh, ψh)
∣∣∣ ≤ (κ+ U)‖ϕh‖1,Ω ‖ψh‖1,Ω ∀ϕh, ψh ∈ Wh , (3.15)

y además se tiene que

A C(ψh, ψh) ≥ α̃C‖ψh‖2
1,Ω ∀ψh ∈ Wh . (3.16)

Respecto a la forma bilineal BS, recordamos de [26] la condición inf-sup discreta:

existe una constante β̃ > 0 independiente h, tal que

sup
vh∈V h
vh 6=0

BS(vh, qh)

‖vh‖1,Th
≥ β̃ ‖qh‖0,Ω ∀ qh ∈ Qh . (3.17)

Como en el caso continuo, definimos el Kernel discreto Xh de la forma bilineal BS

como

Xh =
{

vh ∈ V h : BS(vh, qh) = 0 , ∀ qh ∈ Qh

}
=
{

vh ∈ V h : div vh = 0 en Ω
}
,

(3.18)

donde la última igualdad se deduce del hecho de que V h ⊂H0(div ; Ω) y

div V h ⊂ Qh (ver [22]). Esta particularidad implica que Xh ⊂ H0(div 0; Ω). Por

cierto, según [22, 28] deducimos que

C S
h (wh; vh,vh) =

1

2

∑
e∈Eih

∫
e

|wh · ne| | [[vh]]| ≥ 0 ∀wh ∈H0(div 0; Ω) ,∀vh ∈ V h .

(3.19)

Obsérvese además que la forma convectiva C S
h no es lineal en su primer argumento.

Sin embargo, satisface la siguiente propiedad de Lipschitz continuidad: Para todo
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3.2. Buen planteamiento del problema discreto

wh, w̃h,uh ∈ [H2(Th)]d y vh ∈ V h, existe una constante positiva C̃S,LIP, indepen-

diente del tamaño de la malla, tal que

∣∣C S
h (wh; uh,vh)− C S

h (w̃h; uh,vh)
∣∣ ≤ C̃S,LIP‖wh − w̃h‖1,Th‖uh‖1,Th‖vh‖1,Th ,

(3.20)

En cuanto a la forma F S definida en (2.15) usando las desigualdades de Cauchy-

Swarchz, Hölder y la de Sobolev discreta (3.4), encontramos fácilmente para todo

ψh ∈ Wh y vh ∈ V h , que

∣∣∣F S(φh,vh)
∣∣∣ ≤ C̃sob

[
‖f‖0,Ω +

(
|Ω|1/2 + γ ‖φh‖0,Ω

)
‖g‖∞,Ω

]
‖vh‖1,Th . (3.21)

Por su parte, respecto al FC , dado que Wh ⊆ H̃1(Ω) se sigue de (2.26) que

∣∣∣FC(ψh)
∣∣∣ ≤ U α |Γ|1/2‖ψh‖1,Ω ∀ψh ∈ Wh . (3.22)

3.2. Buen planteamiento del problema discreto

En esta sección adaptamos el análisis desarrollado en la sección 2.3 del Caṕıtulo

2 para demostrar que el problema (3.6) está bien planteado.

3.2.1. Estimados a priori y enfoque de punto fijo discreto

Comenzamos observando que, análogamente al caso continuo, debido a la condi-

ción inf-sup discreta (3.17), el problema (3.6) es equivalente al problema reducido:

Encontrar (uh, ϕh) ∈Xh ×Wh, tal que:

A S
h (uh,vh) + C S

h (uh; uh,vh) = F S(ϕh,vh),

A C(ϕh, ψh) + C C(uh;ϕh, ψh) = FC(ψh) ,
(3.23)
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3.2. Buen planteamiento del problema discreto

para todo (vh, ψh) ∈ Xh ×Wh. En consecuencia, en lo que sigue nos centramos en

analizar el problema (3.23).

Comenzamos derivando las correspondientes estimaciones a priori para las solu-

ciones discretas.

Teorema 3.2.1. Asumiendo que (2.6) se satisface y que el parámetro de penaliza-

ción a0 (cf. (3.7) y (3.14)) es lo suficientemente grande, entonces cualquier solución

(uh, ϕh) de (3.23). cumple las siguientes estimaciones a priori

‖uh‖1,Th ≤ C̃1(µ, α, κ, U,f , g) y ‖ϕh‖1,Ω ≤ C2(α, κ, U) , (3.24)

donde

C̃1(µ, α, κ, U,f , g) =
C̃sob

α̃S

{
‖f‖0,Ω +

(
|Ω|1/2 + γ C̃2(α, κ, U)

)
‖g‖∞,Ω

}
, (3.25)

y C2(α, κ, U) está definida como en (2.30)

Demostración. Suponiendo que (uh, ϕh) es una solución de (3.23) y testeando en

esta ecuación por (vh, ψh) = (uh, ϕh) se obtiene

A S
h (uh,uh) + C S

h (uh; uh,uh) = F S(φh,uh),

A C(ϕh, ψh) + C C(uh;ϕh, ϕh) = FC(ϕh) .

(3.26)

Como la forma trilineal C S
h (cf. (3.19)) posee la propiedad de no negatividad y C C

es antisimétrica, esto nos dice que

C S
h (uh; uh,uh) ≥ 0 y C C(uh;ϕh, ϕh) = 0 . (3.27)

Además de lo mencionado anteriormente y haciendo uso de la coercividad de las

formas bilineales A S
h y A C (cf. (3.14) y (3.16)), y la continuidad de F S y FC (cf.
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3.2. Buen planteamiento del problema discreto

(3.21)-(3.22)) obtenemos lo siguiente

α̃S‖uh‖2
1,Th ≤ C̃sob

{
‖f‖0,Ω +

(
|Ω|1/2 + γ‖φh‖1,Ω

)
‖g‖∞,Ω

}
‖uh‖1,Th ,(

κC−2
FP − 1

2
U
)
‖ϕh‖2

1,Ω ≤ Uα|Γ|1/2 ‖ϕh‖1,Ω .

(3.28)

Simplificando en la segunda desigualdad de (3.28), se tiene

‖ϕh‖1,Ω ≤
(
κC−2

FP −
1

2
U
)−1

Uα|Γ|1/2 , (3.29)

lo cual da la estimación para ϕh. En consecuencia, usando esta cota para ϕh en la

primera desigualdad de (3.28) se obtiene inmediatamente la cota para uh, es decir,

‖uh‖1,Th ≤
C̃sob

α̃S

{
‖f‖0,Ω +

(
|Ω|1/2 + γ‖φh‖1,Ω

)
‖g‖∞,Ω

}
. (3.30)

Finalmente, se obtienen las constantes C̃1(µ, α, κ, U,f , g) como en (3.25) y C2(α, κ, U)

tal como en el caso continuo (ver eq. (2.30)).

A continuación, procedemos de manera semejante al problema continuo conside-

rando la versión linealizada y desacoplada (3.23) definida como: Dado (wh, φh) ∈

Xh ×Wh, encontrar (uh, ϕh) ∈Xh ×Wh satisfaciendo

A S
h (uh,vh) + C S

h (wh; uh,vh) = F S(φh; vh),

A C(ϕh, ψh) + C C(wh;ϕh, ψh) = FC(ψh) ,

(3.31)

o equivalentemente,

Ah(wh; (uh, ϕh), (vh, ψh)) = F (φh; (vh, ψh)) ∀ (vh, ψh) ∈ Xh ×Wh , (3.32)
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3.2. Buen planteamiento del problema discreto

donde

Ah(wh; (uh, ϕh), (vh, ψh)) = A S
h (uh,vh) + C S

h (wh; uh,vh)

+ A C(ϕh, ψh) + C C(wh;ϕh, ψh)
(3.33)

y

F (φh; (vh, ψh)) = F S(φh; vh) + FC(ψh) , (3.34)

para todo (vh, ψh) ∈ Xh×Wh. Siguiendo el ánalisis, definimos el operador solución

asociado al problema discreto (3.32), dado por

Lh : Xh ×Wh −→ Xh ×Wh

(wh, φh) 7−→ (uh, ϕh) := Lh(wh, φh) ,

(3.35)

siendo (uh, ϕh) la solución del problema (3.32) (o, equivalentemente, al problema

(3.31)). Se concluye que la solución del problema (3.23) corresponde a un punto fijo

del operador Lh. Expresado de otra manera, tenemos la siguiente equivalencia

(uh, ϕh) es solución de (3.23) ⇐⇒ (uh, ϕh) = Lh(uh, ϕh). (3.36)

Lo primero para analizar la existencia de un punto fijo de Lh es cerciorarse de que

éste este bien definido sobre Xh × Wh. Establecemos este hecho a continuación.

Lema 3.2.2. Bajo las hipótesis del Teorema 3.2.1, el operador Lh está bien definido.

Demostración. Sea (wh, φh) dado en Xh × Wh. Haciendo uso de la definición de

Ah(wh; ·, ·) (cf. (3.33)) y desigualdad triangular

∣∣Ah(wh; (uh, ϕh), (vh, ψh))
∣∣ ≤ ∣∣A S

h (uh,vh)
∣∣ +

∣∣C S
h (wh; uh,vh)

∣∣
+
∣∣A C(ϕh, ψh)

∣∣ +
∣∣C C(wh;ϕh, ψh)

∣∣ ,
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3.2. Buen planteamiento del problema discreto

usando las cotas para A S
h y A C , definidas en (3.9) y (3.15) y los estimados (3.12) y

(3.13) de las formas C S
h (wh; ·, ·) y C C(wh; ·, ·)

∣∣Ah(wh; (uh, ϕh), (vh, ψh))
∣∣ ≤ C̃A S ‖uh‖1,Th ‖vh‖1,Th + C̃CS ‖wh‖1,Th ‖uh‖1,Th ‖vh‖1,Th

+ (κ+ U)‖ϕ‖1,Ω‖ψ‖1,Ω + C̃CC ‖wh‖1,Th ‖ϕh‖1,Ω ‖ψh‖1,Ω ,

y mediante la desigualdad de Cauchy-Schwarz, llegamos a lo siguiente

≤ 2 máx{ C̃A S , κ+ U, C̃CC ‖wh‖1,Th , C̃CS ‖wh‖1,Th }
(
‖uh‖1,Th ‖vh‖1,Th + ‖ϕh‖1,Ω‖ψh‖1,Ω

)
≤ ‖Ah‖ ‖(uh, ϕh)‖ ‖(vh, ψh)‖ ,

en consecuencia, Ah es acotado en Xh × Wh con constante

‖Ah‖ := 2 máx{ C̃A S , κ+ U, C̃CC ‖wh‖1,Th , C̃CS ‖wh‖1,Th } .

De manera similar al problema continuo, se prueba la elipticidad de Ah. En efecto,

sea (vh, ψh) ∈ Xh ×Wh, utilizando la definición de Ah (cf. (3.33)), se obtiene:

A (wh; (vh, ψh), (vh, ψh)) = A S
h (vh,vh) + C S

h (wh; vh,vh)

+ A C(ψh, ψh) + C C(wh;ψh, ψh) .
(3.37)

Utilizando la elipticidad de las formas A S
h y A C (cf. (3.14) y (3.16), respectiva-

mente), la propiedad de no negatividad de C S
h (cf. (3.19)) y la caracteŕıstica de anti

simetŕıa de C C (cf. (3.27)) se deduce que

Ah(wh; (vh, ψh), (vh, ψh)) ≥ α̃S ‖vh‖2
1,Th + α̃C ‖ψh‖2

1,Ω ≥ α̃A ‖(vh, ψh)‖2 ,

(3.38)

lo cual permite determinar que la forma bilineal Ah es coerciva sobre Xh ×Wh con
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3.2. Buen planteamiento del problema discreto

la constante

α̃A = mı́n
{
α̃C , α̃A

}
> 0 , (3.39)

que es positiva debido a la hipótesis (2.6). Para finalizar, debemos probar que

F ∈
(
Xh × Wh

)′
. Empleando la definición de F (φh; ·)(cf. (3.34)) y la desigual-

dad triangular tenemos que

∣∣F (φh; (vh, ψh))
∣∣ ≤ ∣∣F S(φh; vh)

∣∣ +
∣∣FC(ψh)

∣∣ .
Luego, usando los acotamientos de los funcionales F S(φh; ·) y FC (cf. (3.21) y (3.22),

respectivamente), deducimos que

∣∣F (φ; (v, ψ))
∣∣ ≤ C̃sob

[
‖f‖0,Ω +

(
|Ω|1/2 + γ ‖φh‖0,Ω

)
‖g‖∞,Ω

]
‖vh‖1,Th + Uα|Γ|1/2‖ψ‖1,Ω .

Por lo tanto, queda demostrado que Fh está acotado, es decir,

∣∣F (φh; (vh, ψh))
∣∣ ≤ ‖Fh‖ ‖(vh, ψh)‖ ,

donde ‖Fh‖ =
√

2 máx
{
C̃sob

[
‖f‖0,Ω +

(
|Ω|1/2 + γ ‖φh‖0,Ω

)
‖g‖∞,Ω

]
, Uα|Γ|1/2

}
. Conclui-

mos, por el Lema de Lax-Milgram (por ejemplo, ver [24, Lema 1.4]), se garantiza que para

(wh, φh) ∈
(
Xh ×Wh

)
, existe una única (uh, ϕh) ∈

(
Xh ×Wh

)
solución a (3.31) o, de

igual forma se cumple que Lh(wh, φh) = (uh, ϕh). Esto nos muestra que el operador Lh

está bien definido.

Enfatizamos acá que si bien las constantes ‖Ah‖ y ‖Fh‖ definidas en la demos-

tración del teorema anterior dependen de wh y φh (las cuales a su vez dependen de

h) éstas podŕıan acotarse por datos, usando los estimados del Teorema 3.2.1 una vez

restringido el operador Lh en una bola discreta apropiada tal como se hizo en el caso

continuo en donde finalmente se demostrará el buen planteamiento del problema.
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3.2. Buen planteamiento del problema discreto

3.2.2. Existencia y unicidad de la solución discreta

Esta sección tiene la finalidad de probar existencia de solución al problema (3.23),

o bien, verificar que el operador Lh tiene un punto fijo. Para ello, dado que el

operador está planteado sobre un espacio discreto, será suficiente con comprobar las

hipótesis del Teorema del punto fijo de Brouwer [7, Teorema 9.9-2], que recordamos

a continuación y enunciamos de la manera siguiente.

Teorema 3.2.3. Sea Lh : Bh −→ Bh, continuo sobre un conjunto convexo y com-

pacto Bh, entonces Lh tiene al menos un punto fijo.

Primeramente, en virtud de los estimados a priori derivados en el Teorema 3.2.1

definimos

Bh =
{

(wh, φh) ∈Xh×Wh : ‖wh‖1,Th ≤ C̃1(µ, α, κ, U,f , g) , ‖φh‖1,Ω ≤ C̃2(α, κ, U)
}
,

(3.40)

el cual es claramente un subconjunto cerrado y convexo de Xh ×Wh con las cons-

tantes C̃1(µ, α, κ, U,f , g) y C2(α, κ, U) predefinidas en (3.25) y (2.30), respectiva-

mente. Luego, tomando en consideración que el Lema 3.2.2 señala que para cualquier

(wh, φh) ∈ Bh existe un único (uh, ϕh) ∈Xh×Wh que cumple Lh(wh, φh) = (uh, ϕh)

y haciendo uso de la definición de Lh (ver (3.31)-(3.32)), se tiene que

A S
h (uh,vh) + C S

h (wh; uh,vh) = F S(φh; vh),

A C(ϕh, ψh) + C C(wh;ϕh, ψh) = FC(ψh) .

(3.41)

A continuación, haciendo vh = uh en la primera ecuación de (3.41), utilizando que
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‖φh‖1,Ω ≤ C2(α, κ, U) y siguiendo de manera ánaloga al Teorema 3.2.1, se obtiene

‖uh‖1,Th ≤
C̃sob

α̃S

{
‖f‖0,Ω +

(
|Ω|1/2 + γ ‖φh‖0,Ω

)
‖g‖∞,Ω

}
≤ C̃sob

α̃S

{
‖f‖0,Ω +

(
|Ω|1/2 + γ C2(α, κ, U)

)
‖g‖∞,Ω

}
= C̃1(µ, α, κ, U,f , g) .

Por otro lado, al tomar ψh = ϕh en la segunda ecuación de (3.41) y usando un

procedimiento similar al anterior, se deduce que

‖ϕh‖1,Ω ≤ Uα|Γ|1/2
(
κC−2

FP −
1

2
U
)−1

= C2(α, κ, U) .

En definitiva, (uh, ϕh) = Lh(wh, φh) ∈ Bh y por consiguiente, se comprueba aśı que

Lh mapea la bola Bh en si misma, es decir,

Lh(Bh) ⊆ Bh . (3.42)

Acto seguido, analizaremos que el operador Lh es Lipschitz continuo en la bola Bh, lo

cual implica la continuidad requerida para Lh en dicho subespacio. Particularmente,

demostraremos que para cualquier (wh, φh) , (w̃h y φ̃h) en Bh, existe C̃LIP > 0, donde

se cumple lo siguiente

‖Lh(wh, φh)−Lh(w̃h, φ̃h)‖ ≤ C̃Lip ‖(wh, φh) − (w̃h, φ̃h)‖ . (3.43)

Como (wh, φh) , (w̃h, φ̃h) ∈ Bh, nuevamente el Lema 3.2.2 garantiza la existencia de

(uh, ϕh) = Lh(wh, φh) y (ũh, ϕ̃h) = Lh(w̃h, φ̃h) en Xh ×Wh, satisfaciendo

Ah(wh; (uh, ϕh), (vh, ψh)) = F (φh; (vh, ψh)) ∀ (vh, ψh) ∈ Xh ×Wh, (3.44)

Ah(w̃h; (ũh, ϕ̃h), (vh, ψh)) = F (φ̃h; (vh, ψh)) ∀ (vh, ψh) ∈ Xh ×Wh. (3.45)
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3.2. Buen planteamiento del problema discreto

Usando la elipticidad de la forma bilineal Ah(w; ·, ·) (cf. (3.38), su linealidad en

la primera componente y la relación (3.44) con vh = uh − ũh , ψh = ϕh − ϕ̃h,

encontramos

α̃A ‖Lh(wh, φh)−Lh(w̃h, φ̃h)‖2 = α̃A ‖(uh − ũh, ϕh − ϕ̃h)‖2

≤ Ah(wh; (uh − ũh, ϕh − ϕ̃h), (uh − ũh, ϕh − ϕ̃h))

= Ah(wh; (uh, ϕh), (uh − ũh, ϕh − ϕ̃h))−Ah(wh; (ũh, ϕ̃h), (uh − ũh, ϕh − ϕ̃h))

= F (φh; (uh − ũh, ϕh − ϕ̃h))−Ah(wh; (ũh, ϕ̃h), (uh − ũh, ϕh − ϕ̃h)) .

(3.46)

Posteriormente, sumando convenientemente cero y combinando términos

α̃A ‖Lh(wh, φh)−Lh(w̃h, φ̃h)‖2

≤
[
F (φh; (uh − ũh, ϕh − ϕ̃h))−F (φ̃h; (uh − ũh, ϕh − ϕ̃h))

]
+
[
F (φ̃h; (uh − ũh, ϕh − ϕ̃h))−Ah(wh; (ũh, ϕ̃h), (uh − ũh, ϕh − ϕ̃h))

]
.

Luego, aplicando F (φ̃h; (uh − ũh, ϕh − ϕ̃h)) = Ah(w̃h; (ũh, ϕ̃h), (uh − ũh, ϕh − ϕ̃h)

(según (3.45)), y asimismo la definición de F y Ah y por último simplificando,

obtenemos que

α̃A ‖Lh(wh, φh)−Lh(w̃h, φ̃h)‖2

≤ F S(φh; uh − ũh)−F S(φ̃h; uh − ũh) + C S
h (w̃h; ũh,uh − ũh)

−C S
h (wh; ũh,uh − ũh) + C C(w̃h −wh; ϕ̃h, ϕh − ϕ̃h) .

(3.47)

A continuación, acotaremos el funcional F S a partir de su definición (cf. (2.15)),
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3.2. Buen planteamiento del problema discreto

usando la desigualdad de Hölder, y Sobolev discreta (3.4) se cumple que

F S(φh; uh − ũh)−F S(φ̃h; uh − ũh) = γ

∫
Ω

(
φ̃h − φh

)
g · (uh − ũh)

≤ C̃sob γ ‖g‖∞,Ω‖φ̃h − φh‖0,Ω‖uh − ũh‖1,Th .

(3.48)

Ahora acotamos las formas trilineales C S
h (w̃h; ·, ·) , C S

h (wh; ·, ·) y CC(w̃h − wh; · ),

utilizando la desigualdad mencionada en (3.20) y la cota (3.13)

C S
h (w̃h; ũh,uh − ũh)− C S

h (wh; ũh,uh − ũh) + C C(w̃h −wh; ϕ̃h, ϕh − ϕ̃h)

≤ C̃S,LIP‖w̃h −wh‖1,Th‖ũh‖1,Th‖uh − ũh‖1,Th

+ C̃CC ‖w̃h −wh‖1,Th ‖ϕ̃h‖1,Ω ‖ϕh − ϕ̃h‖1,Ω .

(3.49)

Ahora, sumando (3.48) y (3.49) resulta

α̃A ‖Lh(wh, φh)−Lh(w̃h, φ̃h)‖2 ≤ C̃sob γ ‖g‖∞,Ω‖φ̃h − φh‖0,Ω‖uh − ũh‖1,Th

+C̃S,LIP‖w̃h −wh‖1,Th‖ũh‖1,Th‖uh − ũh‖1,Th

+C̃CC ‖w̃h −wh‖1,Th ‖ϕ̃h‖1,Ω ‖ϕh − ϕ̃h‖1,Ω .

Luego, factorizamos, utilizando en está última desigualdad que ‖wh − w̃h‖1,Th ≤

‖(wh, φh)−(w̃h, φ̃h)‖ y ‖ϕh− ϕ̃h‖1,Th ≤ ‖(wh, φh)−(w̃h, φ̃h)‖, y simplificando térmi-

nos comunes, se llega a

α̃A ‖Lh(wh, φh)−Lh(w̃h, φ̃h)‖

≤ máx
{
C̃sob γ ‖g‖∞,Ω , C̃S,LIP ‖ũh‖1,Ω , C̃CC ‖ϕ̃h‖1,Ω

}
‖(wh, φh)− (w̃h, φ̃h)‖ .

La propiedad de Lipschitz continuidad (3.43) del operador Lh entonces se deduce

utilizando el hecho de que (ũh, ϕ̃h) ∈ Bh (según (3.42)) y por lo tanto ‖ũh‖1,Th ≤
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C̃1(µ, α, κ, U,f , g) y ‖ϕ̃h‖1,Ω ≤ C2(α, κ, U), con lo cual

α̃A ‖Lh(wh, φh)−Lh(w̃h, φ̃h)‖

≤ máx
{
C̃sob γ ‖g‖∞,Ω , C̃S,LIP C̃1(µ, α, κ, U,f , g) , C̃CC C2(α, κ, U)

}
×‖(wh, φh)− (w̃h, φ̃h)‖.

Finalmente, llegamos a que

‖Lh(wh, φh)−Lh(w̃h, φ̃h)‖ ≤ C̃Lip‖(wh, φh)− (w̃h, φ̃h)‖ , (3.50)

donde

C̃Lip = α̃−1
A máx

{
C̃sob γ ‖g‖∞,Ω , C̃S,LIP C̃1(µ, α, κ, U,f , g) , C̃CC C2(α, κ, U)

}
,

(3.51)

es claramente independiente de h. En virtud de (3.42) y (3.50) se concluye que el

operador Lh : Bh −→ Bh es continuo y se cumplen las hipótesis del Teorema 3.2.3.

Estamos entonces en posición de establecer el resultado principal de la sección.

Teorema 3.2.4. Bajo las hipótesis del Teorema 3.2.1, el problema (3.31) tiene al

menos una solución. Aún más, si los datos son lo suficientemente pequeños como para

que la constante de Lipschitz continuidad C̃Lip (3.51) satisfaga C̃Lip < 1 entonces la

solución es única.

Demostración. Se sabe que Lh : Bh −→ Bh y además cumple con las condiciones

del Teorema 3.2.3, podemos asegurar por lo menos la existencia de un punto fijo, es

decir, una solución al problema (3.31). Para probar unicidad supondremos que existe

otra solución distinta.

Sean (uh, ϕh) y (ũh, ϕ̃h) soluciones de (3.31), por lo tanto son puntos fijos del
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operador Lh, luego usando la Lipschitz continuidad se llega a que:

‖(uh, ϕh)− (ũh, ϕ̃h)‖ = ‖Lh(uh, ϕh)−Lh(ũh, ϕ̃h)‖ ≤ C̃Lip‖(uh, ϕh)− (ũh, ϕ̃h)‖ ,

ordenando y agrupando:

(1− C̃Lip)‖(uh, ϕh)− (ũh, ϕ̃h)‖ ≤ 0 .

Como (uh, ϕh) 6= (ũh, ϕ̃h) por suposición ‖(uh, ϕh)− (ũh, ϕ̃h)‖ ≥ 0, pero si C̃Lip < 1

se puede asegurar que

‖(uh, ϕh)− (ũh, ϕ̃h)‖ = 0 ⇔ (uh, ϕh) = (ũh, ϕ̃h) ,

esto quiere decir que la solución es única para C̃Lip < 1, o dicho de otra forma, para

datos lo suficientemente pequeños de manera que

C̃Lip = α̃−1
A máx

{
C̃sob γ ‖g‖∞,Ω , C̃S,LIP C̃1(µ, α, κ, U,f , g) , C̃CC C2(α, κ, U)

}
< 1.

40



Caṕıtulo 4

Análisis del error a priori

En esta sección nos concentraremos en estudiar los errores de aproximación

‖u− uh‖2,Th , ‖p− ph‖0,Ω y ‖ϕ− ϕh‖1,Ω

donde (u, p, ϕ) es la solución débil del problema de Bioconvección (2.11) estudiado

en el Caṕıtulo 2 y (uh, ph, ϕh) corresponde a la respectiva aproximación numérica que

provee el método DG-primal (3.6) descrito y analizado en el Caṕıtulo 3. Comenza-

remos en concertar algunos preliminares en la Sección 4.1, en donde demostraremos

una propiedad de ortogonalidad de Galerkin que será clave en la estimaciones del

error a priori que se llevarán a cabo en la Sección 4.2.

4.1. Preliminares

Partimos con el siguiente resultado establece una propiedad de consistencia que

debe satisfacer el esquema discreto (3.6).

Lema 4.1.1. Sea k ≥ 1. Suponga que la solución continua (u, p, ϕ) de (2.11) posee
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la regularidad

u ∈ [Hk+1(Ω)]d ∩ [H1
0 (Ω)]d ∩X, p ∈ Hk(Ω)∩L2

0(Ω) y ϕ ∈ Hk+1(Ω)∩L2
0(Ω) ,

(4.1)

entonces (u, p, ϕ) es solución del problema discreto (3.6). Es decir,

A S
h (u,vh) + C S

h (u; u,vh) − BS(vh, p) = F S(ϕ,vh),

BS(u, qh) = 0 ,

A C(ϕ, ψh) + C C(u;ϕ, ψh) = FC(ψh),

(4.2)

para todo (vh, qh, ψh) ∈ V h ×Qh ×Wh.

Demostración. La segunda ecuación de (4.2) es inmediata por el hecho que u ∈ X.

Ahora, de acuerdo a la regularidad asumida para u en (4.1) se sigue que

∇hu = ∇u , [[u]] = 0 ∀ e ∈ E ih , {{∇u}} = ∇u ∀ e ∈ Eh y u = 0 sobre Γ,

con lo que al evaluar A S
h en (u,vh), con vh ∈ V h, usar la definición de esta forma

bilineal, la definición de salto en la frontera e integrando por partes hacia atrás se

deduce que

A S
h (u,vh) = µ

∫
Ω

∇uh : ∇hvh −
∑
e∈Ebh

∫
e

µ∇u : vh ⊗ n = −µ
∫

Ω

∆u · vh.

Asimismo, como los saltos de u en los lados o caras interiores del dominio son cero,

se sigue que la traza exterior ue (ver la definición de la forma discreta C S
h en (3.8))

coincide con u, es decir, ue − u = 0 para cada lado/cara interior e ∈ E ih, por lo que

C S
h (u; u,vh) =

∫
Ω

(u · ∇)u · vh .
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Además, por la regularidad asumida para p y el hecho que u|Γ = 0 podemos integrar

por partes para deducir que

BS(vh, p) =

∫
Ω

p div vh = −
∫

Ω

∇p · vh .

Al combinar las tres identidades obtenidas arriba y hacer uso del hecho que −µ∆u+

(u ·∇)u+∇p = f−(1+γϕ)g en Ω de acuerdo con la primera ecuación del problema

fuerte (2.10), se concluye que

A S
h (u,vh) + C S

h (u; u,vh)−BS(vh, p) =

∫
Ω

(
f − (1 + γϕ)g

)
· vh ,

lo cual corresponde a la primera identidad de (4.2). Por su parte, para deducir la

respectiva propiedad de consistencia en las ecuaciones de la concentración basta con

efectuar una integración por partes hacia atrás en los dos términos que definen la

forma bilineal A C , luego agruparlos adecuadamente y usar que −κ∆ϕ + U
∂ϕ

∂x3

=

−u · ∇ϕ en Ω y que κ
∂ϕ

∂n
− Uϕn3 = n3Uα sobre Γ, de acuerdo con (2.10), para

deducir que

A C(ϕ, ψh) = κ

∫
Ω

∇ϕ · ∇ψh − U
∫

Ω

ϕ
∂ψh
∂n

= −κ
∫

Ω

∆ϕψh + κ

∫
Γ

∂ϕ

∂n
ψh + U

∫
Ω

∂ϕ

∂x3

ψh − U

∫
Γ

ϕψhn3

=

∫
Ω

(
− κ∆ϕ+ U

∂ϕ

∂x3

)
ψh +

∫
Γ

(
κ
∂ϕ

∂n
− Uϕn3

)
ψh

= −
∫

Ω

(u · ∇ϕ)ψh + Uα

∫
Γ

n3ψh ,

lo cual corresponde a la tercera ecuación de (4.2) al hacer uso de la definición de la

forma trilineal C C y el funcional FC (ver (2.13) y (2.15), respectivamente).

Como consecuencia inmediata del resultado anterior, se establece a continuación
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la siguiente relación de ortogonalidad de Galerkin la cual es de suma utilidad para

derivar los estimados de error a priori que nos interesa estudiar.

Lema 4.1.2. Bajo las mismas hipótesis del Lema 4.1.1, se cumple que

A S
h (u−uh,vh) + C S

h (u; u,vh)−C S
h (uh; uh,vh)−BS(vh, p−ph)−F S(ϕ−ϕh,vh) = 0

(4.3)

A C(ϕ− ϕh, ψh) + C C(u;ϕ, ψh) − C C(uh;ϕh, ψh) = 0 (4.4)

para todo vh ∈ V h y para todo ψh ∈ Wh.

Demostración. El resultado sigue de combinar (4.2) con las respectivas ecuaciones

del problema discreto (ver (3.6)) .

4.2. Estimadores de error a priori

Como es usual, los estimadores a priori se basarán en descomponer los errores de

aproximación individuales en la suma de un error de proyección (o interpolación, en

el caso de la concentración) y un error local discreto. Con más precisión, escribimos

eu = u− uh =
(
u− ΠBDM

h u
)

+
(
ΠBDM
h u− uh

)
=: eΠ

u + ehu ,

ep = p− ph =
(
p− ΠL2

h p
)

+
(
ΠL2

h p− ph
)

=: eΠ
p + ehp ,

eθ = ϕ− ϕh =
(
ϕ− Ihϕ

)
+
(
Ihϕ− ϕh

)
=: eΠ

θ + ehθ .

(4.5)

donde, en virtud de los espacios de elementos finitos (3.5) que usamos en nuestro

esquema discreto, consideramos ΠBDM
h u, ΠL2

h p e Ihϕ como la proyección BDM de u

en el espacio V h, la proyección L2 de p en el espacio Qh y la interpolación nodal (de

Lagrange) de ϕ en Wh, respectivamente. A propósito, las siguientes propiedades de
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aproximación se satisfacen (ver [20, 24], por ejemplo): existe una constante positiva

C, independiente de h, tal que

‖u− ΠBDM
h u‖2,Th ≤ C hk‖u‖k+1,Ω ,

‖p− ΠL2

h p‖0,Ω ≤ C hk‖p‖k,Ω ,

‖ϕ− Ihϕ‖1,Ω ≤ C hk‖ϕ‖k+1,Ω .

(4.6)

De acuerdo a esto, al usar desigualdad triangular en (4.5) y aplicar (4.6) y la des-

igualdad inversa (3.3) (en el caso de la velocidad), conseguimos que

‖eu‖2,Th ≤ ‖eΠ
u‖2,Th + ‖ehu‖2,Th ≤ Chk‖u‖k+1,Ω + C‖ehu‖1,Th ,

‖ep‖0,Ω ≤ ‖eΠ
p ‖0,Ω + ‖ehp‖0,Ω ≤ Chk‖p‖k,Ω + C‖ehp‖0,Ω ,

‖eθ‖1,Ω ≤ ‖eΠ
θ ‖1,Ω + ‖ehθ‖1,Ω ≤ Chk‖ϕ‖k+1,Ω + C‖ehθ‖1,Ω .

(4.7)

En consecuencia, para estimar el error a priori de cada una de las variables nece-

sitaremos estudiar el error discreto ehu, ehp y ehθ . Empezaremos con la velocidad y

concentración, por medio del siguiente resultado.

Teorema 4.2.1. Bajo las mismas hipótesis del Teorema 2.3.5, el Teorema 3.2.4 y

el Lema 4.1.1, sean (u, p, ϕ) y (uh, ph, ϕh) las soluciones de los problemas (2.11) y

(3.6), respectivamente. Suponga, además, que los datos son lo suficientemente pe-

queños para que la constante α̃ (definida en (4.18)) sea positiva. Entonces, existe

una constante C > 0, independiente de h, tal que

‖u− uh‖2,Th + ‖ϕ− ϕh‖1,Ω ≤ C hk
(
‖u‖k+1,Ω + ‖ϕ‖k+1,Ω

)
. (4.8)

Demostración. En primer lugar procederemos con la velocidad. Para ello, notamos

que en virtud de la elipticidad de la forma bilineal discreta A S
h (·, ·) (cf. (3.14)) y
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4.2. Estimadores de error a priori

la no-negatividad de la forma C S
h (uh; · , · ), con uh claramente en Xh (cf. (3.18) y

(3.19)), se cumple que

α̃S ‖ehu‖2
1,Th ≤ A S

h (ehu, e
h
u) ≤ A S

h (ehu, e
h
u) + C S

h (uh; e
h
u, e

h
u)

= A S
h (eu, e

h
u) − A S

h (eΠ
u , e

h
u) + C S

h (uh; eu, e
h
u) − C S

h (uh; e
Π
u , e

h
u)

=
(
A S
h (eu, e

h
u)− C S

h (uh; uh, e
h
u)
)
− A S

h (eΠ
u , e

h
u)

+ C S
h (uh; u, e

h
u) − C S

h (uh; e
Π
u , e

h
u) ,

(4.9)

donde en la primera igualdad se reemplaza ehu = eu − eΠ
u de acuerdo con (4.5) en la

primera componente de A S
h y en la segunda componente de C S

h , se usa la linealidad

de estas formas en dichas componentes y, luego, en la última igualdad se reemplaza

eu = u− uh en C S
h (uh; eu, e

h
u) y se reagrupan términos. Ahora bien, por la relación

de ortogonalidad de Galerkin (4.3), con vh = ehu, se tiene que

A S
h (eu, e

h
u) + C S

h (u; u, ehu) − C S
h (uh; uh, e

h
u) + BS(ehu,−ep) − F S(eθ, e

h
u) = 0 ,

(4.10)

pero uh ∈Xh y ΠBDM
h u ∈Xh (porque u ∈X y por propiedades del proyector BDM

[20]) y entonces div ehu = 0 con lo que BS(ehu,−ep) = 0 y (4.10) se reduce por lo

tanto a

A S
h (eu, e

h
u) − C S

h (uh; uh, e
h
u) = F S(eθ, e

h
u) − C S

h (u; u, ehu) . (4.11)

Al reemplazar (4.11) en (4.9) y, luego, sumar y restar el término C S
h (ΠBDM

h u; u, ehu)
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4.2. Estimadores de error a priori

y asociando convenientemente se llega a

α̃S ‖ehu‖2
1,Th ≤ F S(eθ, e

h
u) − C S

h (u; u, ehu) − A S
h (eΠ

u , e
h
u)

+ C S
h (uh; u, e

h
u) − C S

h (uh; e
Π
u , e

h
u)

= F S(eθ, e
h
u) − A S

h (eΠ
u , e

h
u) − C S

h (uh; e
Π
u , e

h
u)

+
(
C S
h (ΠBDM

h u; u, ehu) − C S
h (u; u, ehu)

)
+
(
C S
h (uh; u, e

h
u)− C S

h (ΠBDM
h u; u, ehu)

)
.

A continuación, usando apropiadamente la estimación (3.48) para acotar F S y las

estimaciones (3.10) y (3.20) para las formas A S
h y CS

h se infiere que

α̃S‖ehu‖2
1,Th ≤ C̃Sobγ‖g‖∞,Ω ‖eθ‖0,Ω‖ehu‖1,Th + ĈA S ‖eΠ

u‖2,Th‖ehu‖1,Th

+ C̃S,LIP

[
‖uh‖1,Th‖eΠ

u‖1,Th + ‖eΠ
u‖1,Th‖u‖1,Th + ‖ehu‖1,Th‖u‖1,Th

]
‖ehu‖1,Th .

Luego, simplificando a ambos lados por ‖ehu‖1,Th , usando ‖eθ‖0,Ω ≤ ‖eθ‖1,Ω ≤

‖eΠ
θ ‖1,Ω + ‖ehθ‖1,Ω y ‖eΠ

u‖1,Th ≤ ‖eΠ
u‖2,Th y las cotas a priori para las soluciones

u y uh de acuerdo con (2.28) y (3.24), respectivamente, se obtiene

α̃S‖ehu‖1,Th ≤ C̃Sobγ‖g‖∞,Ω ‖eΠ
θ ‖1,Ω + C̃Sobγ‖g‖∞,Ω ‖ehθ‖1,Ω + ĈA S ‖eΠ

u‖2,Th

+ C̃S,LIP

[
C̃1(µ, α, κ, U,f , g)‖eΠ

u‖2,Th + C1(µ, α, κ, U,f , g)
(
‖ehu‖1,Th + ‖eΠ

u‖2,Th
) ]
.

(4.12)

Llevaremos a cabo a continuación un procedimiento análogo para obtener una estima-

ción preliminar asociado con el error local discreto ehθ para la concentración. En este

sentido, la elipticidad de la forma A C (cf. (3.16)) y el hecho que C C(uh; e
h
θ , e

h
θ ) = 0

47



4.2. Estimadores de error a priori

(pues uh ∈Xh) implican que

α̃C ‖ehθ‖2
1,Ω ≤ A C(ehθ , e

h
θ ) = A C(ehθ , e

h
θ ) + C C(uh; e

h
θ , e

h
θ )

=
(
A C(eθ, e

h
θ )− C C(uh;ϕh, e

h
θ )
)
− A C(eΠ

θ , e
h
θ )

+ C C(uh;ϕ, e
h
θ ) − C C(uh; e

Π
θ , e

h
θ ) .

(4.13)

Pero por la relación de ortogonalidad de Galerkin (4.4) con ψh = ehθ se tiene que

A C(eθ, e
h
θ ) − C C(uh;ϕh, e

h
θ ) = −C C(u;ϕ, ehθ ) ,

lo cual al reemplazarlo en (4.13), usar posteriormente linealidad de C C en la primera

componente, el hecho que eu = u− uh, el acotamiento de las formas A C y C C (cf.

(3.15) y (3.13)) conduce a

α̃C ‖ehθ‖2
1,Ω ≤ −A C(eΠ

θ , e
h
θ ) − C C(eu;ϕ, ehθ ) − C C(uh; e

Π
θ , e

h
θ )

≤ (κ+ U) ‖eΠ
θ ‖1,Ω‖ehθ‖1,Ω + C̃CC

[
‖eu‖1,Th‖ϕ‖1,Ω + ‖uh‖1,Th‖eΠ

θ ‖1,Ω

]
‖ehθ‖1,Ω ,

(4.14)

y al simplificar en ambos lados por ‖ehθ‖1,Ω y usar los estimados a priori para ϕ y uh

en las normas ‖ · ‖1,Ω y ‖ · ‖1,Th de acuerdo con (2.28) y (3.24), respectivamente, se

consigue que

α̃C ‖ehθ‖1,Ω ≤ (κ+ U) ‖eΠ
θ ‖1,Ω + C̃CC

[
C2(α, κ, U)‖eu‖1,Th + C̃1(µ, α, κ, U,f , g)‖eΠ

θ ‖1,Ω

]
≤ (κ+ U) ‖eΠ

θ ‖1,Ω + C̃CC

[
C2(α, κ, U)

(
‖eΠ

u‖2,Th + ‖ehu‖1,Th

)
+ C̃1(µ, α, κ, U,f , g)‖eΠ

θ ‖1,Ω

]
(4.15)

donde en la última desigualdad se ha usado que ‖eu‖1,Th ≤ ‖eΠ
u‖2,Th + ‖ehu‖1,Th .
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4.2. Estimadores de error a priori

Ahora bien, definiendo las siguientes constantes (dependientes de datos)

C1(µ, α, κ, U,f , g) := C̃S,LIPC1(µ, α, κ, U,f , g) + C̃CCC2(α, κ, U) ,

C2(µ, α, κ, U,f , g) := ĈA S + C̃S,LIPC̃1(µ, α, κ, U,f , g) + C1(µ, α, κ, U,f , g),

C3(µ, α, κ, U,f , g) := C̃Sobγ‖g‖∞,Ω + κ+ U + C̃CC C̃1(µ, α, κ, U,f , g) ,

C4(µ, α, κ, U,f , g) := máx
{
C2(µ, α, κ, U,f , g),C3(µ, α, κ, U,f , g)

}
,

(4.16)

y tras combinar las expresiones (4.12) y (4.15), se consigue que

α̃S‖ehu‖1,Th + α̃C‖ehθ‖1,Ω ≤ C1(µ, α, κ, U,f , g)‖ehu‖1,Th + C̃Sobγ‖g‖∞,Ω‖ehθ‖1,Th

C4(µ, α, κ, U,f , g)
(
‖eΠ

u‖2,Th + ‖eΠ
θ ‖1,Ω

)
.

(4.17)

De acá se desprende que si los datos son lo suficientemente pequeños para que se

satisfaga

α̃ = mı́n
{
α̃C − C̃Sobγ‖g‖∞,Ω , α̃S −C1(µ, α, κ, U,f , g)

}
> 0 , (4.18)

donde C1(µ, α, κ, U,f , g) esta definida en (4.16), entonces los dos primeros términos

del lado derecho de la desigualdad (4.17) pueden combinarse con los del lado izquierdo

y asi deducir la estimación de error local para la velocidad y la concentración como

‖ehu‖1,Th + ‖ehθ‖1,Ω ≤ α̃−1C4(µ, α, κ, U,f , g)
(
‖eΠ

u‖2,Th + ‖eΠ
θ ‖2,Th

)
. (4.19)

En consecuencia, al usar las estimaciones (4.19) en (4.7), agrupando y usando nue-

vamente las propiedades de aproximación de los espacios discretos (4.6), se consigue
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4.2. Estimadores de error a priori

que

‖eu‖2,Th + ‖eθ‖1,Ω ≤
[
1 + α̃−1C4(µ, α, κ, U,f , g)

]
Chk

(
‖u‖k+1,Ω + ‖ϕ‖k+1,Ω

)
,

(4.20)

lo cual entrega la desigualdad de (4.8) para el error total de la velocidad y la concen-

tración, con la constante C alĺı dada explicitamente por
[
1+α̃−1C4(µ, α, κ, U,f , g)

]
C,

la cual depende claramente de datos y otras constantes pero todas ellas siendo inde-

pendiente del tamaño de malla h.

Ahora, procederemos con la respectiva estimación del error para la presión.

Teorema 4.2.2. Asuma que se cumplen todas las hipótesis del Teorema 4.2.2. En-

tonces, existe una constante C > 0, independiente de h, tal que

‖p− ph‖0,Ω ≤ C hk
(
‖p‖k,Ω + ‖u‖k+1,Ω + ‖ϕ‖k+1,Ω

)
. (4.21)

Demostración. Bastará con acotar el error discreto ehp en la norma de L2(Ω) en

términos del error de proyección eΠ
p en la misma norma para luego hacer uso de (4.7)

y la respectiva propiedad de aproximación establecida en la segunda desigualdad

de (4.6). En efecto, notar que en virtud de la condición inf-sup discreta (3.17) con

qh = ehp = eΠ
p − ep y tras usar la cota (3.11) para la forma bilineal BS se tiene que

β̃ ‖ehp‖0,Ω ≤ sup
vh∈V h
vh 6=0

BS(vh, e
h
p)

‖vh‖1,Th
≤ sup

vh∈V h
vh 6=0

BS(vh, e
Π
p )

‖vh‖1,Th
+ sup

vh∈V h
vh 6=0

BS(vh,−ep)
‖vh‖1,Th

≤ C̃BS ‖eΠ
p ‖0,Ω + sup

vh∈V h
vh 6=0

BS(vh,−ep)
‖vh‖1,Th

.

(4.22)
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4.2. Estimadores de error a priori

Pero, gracias a la relación de ortogonalidad de Galerkin (4.3), se tiene que

BS(vh,−ep) = A S
h (eu,vh) + C S

h (u; u,vh) − C S
h (uh; uh,vh) − F S(eθ,vh)

= −A S
h (eu,vh) −

[
C S
h (u; u,vh) − C S

h (uh; u,vh)
]
− C S

h (uh; eu,vh) + F S(eθ,vh)

≤ ĈA S ‖eu‖2,Th ‖vh‖1,Th + C̃S,LIP

[
‖u‖1,Th + ‖uh‖1,Th

]
‖eu‖1,Th ‖vh‖1,Th

+ C̃Sobγ‖g‖∞,Ω‖ϕ− ϕh‖1,Ω ‖vh‖1,Th .

(4.23)

donde en la segunda igualdad hemos sumado y restado convenientemente el término

C S
h (uh; u,vh) y, tras agrupar convenientemente, hemos usado la linealidad de C S

h en

la segunda componente y, finalmente, las estimaciones (3.10), (3.20) y (3.48). Con

la desigualdad (4.23), usando que ‖eu‖1,Th ≤ ‖eu‖2,Th , simplificando por ‖vh‖1,Th

y, posteriorimente, usando las cotas a priori para las soluciones u y uh (cf. (2.28) y

(3.24)) podemos establecer que

sup
vh∈V h
vh 6=0

BS(vh,−ep)
‖vh‖1,Th

≤
[
ĈA S + C̃S,LIP

(
‖u‖1,Th + ‖uh‖1,Th

)]
‖eu‖2,Th

+ C̃Sobγ‖g‖∞,Ω‖eθ‖1,Ω

≤
[
ĈA S + C̃S,LIP

(
C1(µ, α, κ, U,f , g) + C̃1(µ, α, κ, U,f , g)

]
‖eu‖2,Th

+ C̃Sobγ‖g‖∞,Ω‖eθ‖1,Ω

(4.24)

Asi pues, reemplazando lo obtenido en (4.24) en el segundo término del lado derecho

de (4.22) y operando, se deduce que

‖ehp‖0,Ω ≤ β̃−1C̃BS ‖eΠ
p ‖0,Ω + β̃−1C5(µ, α, κ, U,f , g)

[
‖eu‖2,Th + ‖eθ‖1,Ω

]
,

(4.25)
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4.2. Estimadores de error a priori

donde

C5(µ, α, κ, U,f , g)

= máx
{
ĈA S + C̃S,LIP

(
C1(µ, α, κ, U,f , g) + C̃1(µ, α, κ, U,f , g) , C̃Sobγ‖g‖∞,Ω

}
.

(4.26)

De esta manera,

‖ep‖0,Ω ≤ ‖eΠ
p ‖0,Ω + ‖ehp‖0,Ω

≤
(
1 + β̃−1C̃BS

)
‖eΠ

p ‖0,Ω + β̃−1C5(ν,K, g, θD)
[
‖eu‖2,Th + ‖eθ‖1,Ω

]
,

y usando la propiedad de aproximación en la segunda desigualdad de (4.6) junto

con las estimaciones de error a priori (4.8) para la velocidad y la concentración de-

mostradas en el Teorema 4.2.1 se deduce finalmente la estimación del error para la

presión (4.21), donde la constante C alĺı esta dada expĺıcitamente como máx{1 +

β̃−1C̃BS , β̃−1C5(µ, α, κ, U,f , g)}, con C5(µ, α, κ, U,f , g) definida por (4.26), depen-

diendo de datos y otras constantes, pero independiente de h.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y Trabajos Futuros

Conclusiones

En esta tesis hemos desarrollado, construido y analizado un nuevo método de ele-

mentos finitos H(div)−conforme para la solución numérica de un modelo de Bio-

convección que describe el movimiento de microorganismos gravitatorios inmersos

en fluidos cultivos. El esquema numérico combina una técnica de Galerkin disconti-

nio de penalización interior simétrica estándar y un enfoque upwind en el término

convectivo para las ecuaciones del fluido junto con un esquema de elementos finitos

conforme para la ecuación de concentración.

1. Se derivaron estimados a priori para las soluciones de los problemas continuo

y discreto.

2. Se demostró existencia de solución continua y solución discreta reescribiendo la

forma débil del modelo en términos de un operador de punto fijo y utilizando

los teoremas de Shauder y Brouwer, respectivamente.

3. Bajo una hipótesis de data pequeña, se demostró unicidad de solución para el

problema continuo y discreto.
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4. En el caso discreto, se empleó el espacio de elementos finitos BDM, de grado

k, el cual es H(div)−conforme y provee velocidades discretas con divergencia

nula. Para la presión se usaron elementos discontinuos a trozos de grado k− 1

y elementos finitos de Lagrange de grado k.

5. Se demostraron teóricamente estimaciones óptimas para el error de la aproxi-

mación numérica empleando la consistencia del esquema discreto, propiedades

de aproximación de los espacios de elementos finitos usados y hipótesis de datos

pequeños.

Trabajos en progreso y a futuro

Son diversas las actividades que siguen como consecuencia de lo realizado en la

presente tesis. Citamos algunas a continuación.

1. En cuanto a implementación computacional, estamos en la etapa de codifica-

ción del método para llevar a cabo experimentos numéricos en dos y tres di-

mensiones en pro de estudiar el desempeño de la técnica dG/primal propuesta

y, también, para confirmar las tasas de convergencia que han sido teóricamente

demostradas.

2. A corto plazo, estamos interesados en analizar y construir un método numérico

alternativo, completamente-dG. para el mismo modelo, en el que se aproxime

la concentración por elementos discontinuos usando la misma técnica para el

fluido.
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method for the incompressible Navier-Stokes equations. Math. Comp. 74 (2005), pp.

1067–1095.

[22] B. Cockburn, G. Kanschat and D. Schötzau, A note on discontinuous Galerkin
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