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Orientacion del apuntes

CAPITULO 1
INTRODUCCION

Desde el afio 2000 los autores han tenido la oportunidad de impartir docencia de Estadisti-
ca en diferentes Carreras de la Universidad, distribuidas en ambas Sedes y en los distintos
Campus, cubriendo las seis Facultades, tanto en programas diurnos como vespertinos. En
este periodo han observado que independiente que el/la estudiante tenga mayor o menor
formacién matemaética se le presentan tres dificultades que a continuacion se abordaran:

a) clasificar adecuadamente si una variable es cualitativa o cuantitativa,
b) caracterizar correctamente los elementos de un conjunto,

c) aplicar apropiadamente las herramientas del calculo diferencial e integral.

Entre ellas existe un efecto domind pues clasificar erréneamente una variable repercute
en el andlisis exploratorio de los datos y caracterizar inadecuadamente los conjuntos
incide en la construccion de los eventos (elemento base en probabilidad) y esto, a su vez,
dificulta el calculo de probabilidades.

El objetivo del presente apuntes es entregar definiciones rigurosas de los conceptos
involucrados en las tres dificultades mencionadas, apoyado con una variedad significativa
de ejemplos resueltos. Ademas, se entregan las herramientas precisas y esenciales para
que el/la estudiante aborde con éxito la problemética estadistica que esté estudiando.

Cada topico tendra ejercicios:
i) propuestos, y
ii) de autoevaluacién

con sus respectivas respuestas.

Las ilustraciones empleadas fueron especialmente seleccionadas para mostrar técnicas
que permiten clasificar adecuadamente la/s variable/s involucrada/s. Ademaés, se exhiben
estrategias para caracterizar correctamente los eventos y aplicar apropiadamente las
herramientas del calculo.

Una parte de los ejemplos y ejercicios presentada en este apuntes es creacion de los autores
y la otra parte, como también las definiciones y teoremas, fueron extraidos de diferentes
libros clésicos de Estadistica, los cuales estan debidamente descritos en la bibliografia.




CAPITULO 2

CLASIFICACION DE LAS VARIABLES

En cualquier disciplina (desde las ciencias y la ingenieria hasta las leyes y la medicina) se recibe
informacion en forma de datos, de los cuales a menudo es necesario obtener alguna conclusién.
El primer paso que se hace en estadistica es asociar una variable que identifique a esos datos.

2.1. Definiciéon de variable y sus clasificaciones

Es toda caracteristica que posee la poblacion y se representa con una letra maytscula,
por ejemplo, X, Y, Z. Generalmente se usan las ultimas letras del alfabeto.

A su vez, los valores particulares de la variable se llaman datos, corresponden a ntimeros o
medidas recopiladas como resultado de las observaciones y se denotan con la misma letra que
se asocio a la variable, pero en mintscula y subindice, esto es, si la variable era X, entonces los
datos de denotan por i, xs, ..., x,, siendo n el nimero total de datos recolectados.

Ejemplo 2.1.1: Identificacién de una variable

Debido a la pandemia por COVID-19, los protocolos exigian que en cada centro comercial
se midiera la temperatura a las personas que ingresaban.

Identificacién 7' : Temperatura (°C) de las personas que ingresaban al centro comercial.

En sintesis, identificar una variable consiste en asociar una letra a lo que se desea estudiar, esto

[

es, se escribe la letra maytuscula, luego “:” y enseguida se describe la situacién en estudio.

La variable se escribe en singular y para detectarla basta con una palabra que resuma el estudio.
Enseguida se le agregan mas detalles para tener una descripcién lo méas ajustada posible a la
realidad. Es util registrar las unidades de medida, si las hay. En el Ejemplo 2.1.1, la palabra
clave es “Temperatura” y la unidad de medida es °C, que se puede colocar entre comas o en
paréntesis, como en el ejemplo.



2.1. DEFINICION DE VARIABLE Y SUS CLASIFICACIONES

Comunmente se confunde a la variable con su unidad de medida. Las unidades de medida
(gramo, kilo, cc, litro, centimetro, metro, minuto, hora, etc.) no son variables.

Las variables se clasifican en cualitativas y cuantitativas, definidas como sigue.

Variable cualitativa

Es aquella cuyas observaciones se refieren a atributos. Se dividen en nominales y or-
dinales. Las nominales se emplean para distinguir nombres o coédigos. Las ordinales se
usan para diferenciar el orden de supremacia de acuerdo con cierto criterio jerarquico,
sus categorias pueden ser nombres o nimeros no cuantificables.

Ejemplo 2.1.2: Variable cualitativa: identificaciéon y clasificacion

Si el interés es estudiar el sexo de las personas del ejemplo anterior, entonces se tiene la
siguiente identificacién de la variable con su respectiva clasificacion.

Identificacién S : Sexo de las personas que ingresaban al centro comercial.

Clasificacién Variable cualitativa nominal.

En la situacion recién descrita, clasificar a la variable como nominal se debe a que la cualidad

de ser, por ejemplo, hombre o mujer, no tiene un orden de supremacia de una sobre otra.

Variable cuantitativa

Es aquella cuyas observaciones se miden por medio de un instrumento, se dividen en
discretas y continuas. Las discretas corresponden, en general, a recuentos de unidades
asociadas con la poblacion en estudio, con valores en el conjunto {0, 1,2, 3, ...}. Las conti-
nuas son las que tedricamente pueden tomar cualquier valor dentro de un cierto intervalo,
esto es, entre dos mediciones cualesquiera, siempre se podra obtener otra medicion.

Ejemplo 2.1.3: Identifique y clasifique la variable en estudio

Una maquina automéatica llené un lote de 50 latas de bebida, sus contenidos en cc se
registraron en una tabla en que las primeras mediciones fueron: 347.2, 354.1, 352.3, 348.5

Identificacién V' : Volumen (cc) de bebida incorporado por una maquina en una lata.

Clasificacién Variable cuantitativa continua.

Como existe el vaso de precipitado (Figura 2.1), que es uno de los instrumentos .~ ——

usados para medir "Volumen', entonces la variable se clasifica como cuantitativa.

250mi ¢

Debido a que entre dos medidas cualesquiera del volumen de bebida en una lata
siempre es posible encontrar otro valor, entonces la variable es continua. Esto se

150°
100
50

m Fi 2.1:
ve claramente si en el vaso de precipitado de la Figura 2.1 se marcan dos puntos; \ rlgura

or ejemplo, 50.3 y 75.9, se observa que entre ellos hay infinitas posibilidades para aso de
por ejemplo, oU.o y (0.9, rva que entr y 1nfini posibili par precipitado

el volumen de bebida, pues no hay espacio vacio entre dichos valores.

Puesto que la variable se denoté V', entonces los datos se escriben vy . . ., v5g, siendo
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n = 50 el total de mediciones. Asi, v = 347.2, v9 = 354.1,v3 = 352.3 y v4 = 348.5.

A modo de resumen de este capitulo, la siguiente tabla ilustra las variables y sus divisiones:

cualitativas cuantitativas

nominales ‘ ordinales discretas ‘ continuas

Recordar que ...

si existe un instrumento de medicion para la variable en estudio, entonces la va-
riable es cuantitativa, de lo contrario es cualitativa.

Tener presente que ...

si la decision fue que la variable era cualitativa, entonces preguntarse si los datos siguen un
orden de supremacia. Sila respuesta es afirmativa, entonces la variable es cualitativa
ordinal (proviene de orden), de lo contrario es cualitativa nominal.

No olvidar que ...

si la variable es cuantitativa, entonces averigiiar si entre dos mediciones cualesquiera es
posible encontrar infinitos valores. Si la respuesta es afirmativa, entonces la variable es
cuantitativa continua (no hay vacios), de lo contrario es cuantitativa discreta.

2.2. Ejercicios resueltos sobre identificar y clasificar va-
riables

A continuacién se desarrollan variados ejemplos con el objetivo de facilitar la identificacion de
la variable en estudio y su respectiva clasificacion.

Ejemplo 2.2.1: Identifique y clasifique la variable en estudio

Una muestra de 46 consumidores probd una nueva hojuela de queso y 6 la clasificaron de
excelente, 18 como buena, 15 optaron por regular y el resto la califico de mala.

Identificacién ' : Calificaciéon de una nueva hojuela de queso.

Clasificacién Variable cualitativa ordinal.

En este caso, como es una degustacion, entonces es una opiniéon personal, con lo cual, no
hay un instrumento de medicién que mida esto, por lo tanto, la variable pertenece al grupo
cualitativo. Por otra parte, las respuestas de los consumidores tienen un orden de preferencia
lo que permite clasificar a la variable como ordinal. Notar que n = 46, pero no se tienen las
respuestas individuales de los consumidores.
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Ejemplo 2.2.2: Identifique y clasifique la variable en estudio

Durante varios dias consecutivos se midieron las temperaturas, en grados Fahrenheit,
del fluido de descarga de una planta para el tratamiento de aguas negras, registrandose:
108.7, 96.8, 99.2, 100.3, 98.6, 97.9, 101.5, 99.7, 100.4, 99.0, 98.7, 100.9, 101.2, 100.0, 98.7

Identificacién T : Temperatura (°F) del fluido de descarga de una planta de aguas negras.

Clasificacién Variable cuantitativa continua.

Puesto que existe el termémetro (Figura 2.2) para medir la "Temperatura', en-
tonces la variable se clasifica como cuantitativa.

La variable se considera continua, pues entre dos medidas cualesquiera de la tem-
peratura del fluido de descarga siempre es posible encontrar otro valor, esto se
ve claramente si, por ejemplo, en el termoémetro de la Figura 2.2 se marcan dos
puntos, a saber, 101.5 y 108.7, se observa que entre ellos hay infinitas posibilidades
para la temperatura, pues en el termémetro no existe vacio entre esos valores.

Figura 2.2:
Termémetro
de mercu-
rio

Ya que la variable se denot6 T', entonces los datos se escriben tq,ts,.. ., t15, donde
n = 15 es el total de mediciones. Del ejemplo se tiene que t; = 108.7, t5 = 96.8 y
t3 = 99.2 que corresponden a las tres primeras temperaturas medidas.

Ejemplo 2.2.3: Identifique y clasifique la variable en estudio

En el periodo de pandemia, uno de los objetivos permanentes del Ministerio de Salud
chileno era contabilizar los contagiados diarios por COVID-19.

Identificacién N : Numero de contagiados diarios por COVID-19 en Chile.

Clasificacién Variable cuantitativa discreta.

Uno de los instrumentos que sirve para contar es el contador manual (Figura 2.3)
permitiendo clasificar a la variable “Numero de ...” como cuantitativa.

Puesto que entre dos medidas cualesquiera de la variable en estudio, por ejemplo,

100 y 101, no es posible encontrar otro niimero de contagiados diarios por COVID- Figura 2.3:
. . . Contador
19, entonces la variable se clasifica como discreta. .
manua

Elegir los valores 100 y 101 fue estratégico, pues forzé a quedar sin opciones
para asignarle a la variable. Esta eleccién es totalmente licita pues la definicion
establece que se pueden escoger dos mediciones cualesquiera.

Haber escogido otro par de valores, como 100 y 120, solo permite méas holgura, pero no posibilita
clasificar a la variable como continua.
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Ejemplo 2.2.4: Identifique y clasifique la variable en estudio

La Division de Economia Comercial (DEC) del Departamento del Trabajo, cada ano
monitorea las empresas que fracasan y clasifica el fracaso como: a) causas desconocidas,
b) experiencia desequilibrada, ¢) falta de experiencia gerencial, d) falta de experiencia en
linea, e) incompetencia y f) gastos excesivos.

Identificacién C': Causa del fracaso de las empresas monitoreadas por la DEC.

Clasificacién Variable cualitativa nominal.

\.

Esta es otra situacion en que no existe un instrumento de medicién para medir la razén por la
cual fracasa una empresa, luego la variable se clasifica como cualitativa.

Ademas, el hecho que una empresa tenga un tipo de fracaso no tiene un orden de supremacia
sobre la causa de fracaso de otra empresa, por lo tanto, la variable se clasifica como nominal.
Observar que se desconoce n, el nimero total de empresas consideradas en el estudio.

Ejemplo 2.2.5: Identifique y clasifique la variable en estudio

En un aeropuerto se discute la posibilidad de instalar un complicado dispositivo de ayuda
para aterrizajes. El dispositivo reducird en 25 % la cantidad de accidentes por ano en el
aeropuerto. El promedio de los tltimos anios ha sido de 20 accidentes anuales.

Identificacién N : Numero de accidentes anuales que ocurren en un aeropuerto.

Clasificacién Variable cuantitativa discreta.

Para contabilizar los accidentes por afio en el aeropuerto existe el dbaco (Figura 2.3) lo que
permite clasificar a la variable “Numero de ...” como cuantitativa.

Argumentando de manera similar al Ejemplo 2.2.3 se concluye que la variable se clasifica como
discreta, pues entre dos medidas cualesquiera del niimero de accidentes no siempre sera posible
obtener otra medicion.

Ejemplo 2.2.6: Identifique y clasifique la variable en estudio

Los pacientes quemados que llegan a un centro de salud son rapidamente atendidos para
conocer el estado de su quemadura. En el Gltimo turno se atendieron 5 pacientes con
quemaduras de primer grado y 2 pacientes con quemaduras de tercer grado.

Identificacién G : Grado de la quemadura de los pacientes atendidos en el centro de salud.

Clasificacién Variable cualitativa ordinal.

La evaluacion del tipo de quemadura la hace un especialista, por lo que no existe un instrumento
que mida esto, con lo cual se trata de una variable cualitativa.

A su vez, dependiendo qué tan profundo y con qué gravedad la quemadura penetra la superficie
de la piel se distinguen cuatro niveles, a saber, de primer grado (superficiales) a cuarto grado
(dano hasta el hueso), permitiendo clasificar la variable como ordinal. En este caso n = 7, pero
no se tienen los datos individuales de cada paciente.
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Al momento de subclasificar una variable cualitativa es comun confundir entre nominal
y ordinal. Las variables cualitativas ordinales son aquellas que permiten pasar de una
categoria a otra.

En el Ejemplo 2.2.6, dependiendo de la gravedad de la quemadura, el paciente pudo ser
clasificado en primer o segundo grado, u otro. Existen niveles a los que se puede escalar.

Ejemplo 2.2.7: Variable cuantitativa: identificacién y clasificacién

En una estacién metereolégica se recolectaron los datos de lluvia caida (en milimetros)
de las ultimas 24 horas, registrandose: 0.0, 0.0, 0.0, 0.1, 0.0, 0.3, 0.8, 0.2, 0.3, 0.0, 0.0,
0.2, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.2, 0.2, 0.1, 0.1, 0.0, 0.0, 0.0.

Identificacién P : Precipitacién (mm) registrada durante las tltimas 24 horas.

Clasificacién Variable cuantitativa continua.

La decisiéon de clasificar a la varible “Precipitacion” como cuantitativa es debido
a que existe un instrumento de medicién para medir el agua caida conocido
como pluvidémetro cuya imagen se muestra en la Figura 2.4.

La variable es continua pues entre dos mediciones cualesquiera de agua caida
siempre es posible encontrar otro valor, esto se aprecia con méas claridad si, por
ejemplo, en la dltima hora el pluviometro esta lleno hasta 0.8 y al marcar dos
puntos, a saber, 0.2 y 0.3, se observa que entre ellos hay infinitas posibilidades
de agua caida, pues no hay vacio entre 0.2 y 0.3.

Figura 2.4:
Pluviémetro

Como la variable se denoté con P, entonces los datos se expresan mediante
P1, D2, - -+, P2s. En particular, p, = 0.1, ps = 0.3 y p; = 0.8, por mencionar
algunos datos, siendo n = 24 el niimero total de mediciones.

Notar que p1 = p2 = p3 = ps = P10 = P11 = P13 = P14 = P15 = P16 = P17 = P22 = P23 =
p24 = 0.0, son mediciones del agua caida en diferentes horas y todas son parte del estudio,
es decir, no se eliminan mediciones por estar repetidas.

2.3. Ejercicios propuestos sobre identificar y clasificar
variables
En este apartado se formulan variados ejercicios para practicar lo aprendido en este capitulo

que consiste en identificar la variable en estudio y clasificarla correctamente. Las respuestas a
estos ejercicios propuestos estan en el Anexo A ubicado en la pagina 43 de este apuntes.
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Ejercicio 2.3.1: Identifique y clasifique la variable en estudio

Una linea naviera transporta fruta fresca en distintos barcos. El siguiente es el registro
de los contenedores que lleva cada barco: 87, 103, 88, 98, 105, 96, 92, 100, 97, 95, 101,
94, 110, 91, 96, 103, 92, 89, 105, 93, 95.

Ejercicio 2.3.2: Identifique y clasifique la variable en estudio

Al completar un formulario para postular a un trabajo, una de las preguntas que aparece
es el nivel educativo, el cual tiene las opciones: nivel basico, medio, técnico y superior.

Ejercicio 2.3.3: Identifique y clasifique la variable en estudio

La ultima semana una planta procesadora de alimentos ha recibido quejas de que hay
una cantidad excesiva de liquido en las latas de conserva, la cantidad de quejas diarias
son: 14, 8, 15, 12, 9, 16.

Ejercicio 2.3.4: Identifique y clasifique la variable en estudio

Una muestra de 350 enfermos con hemorragia digestiva alta en un hospital arrojé los
diagndsticos: tilcera duodenal (180), ilcera gastrica (42), cirrosis hepdtica (60), gastritis
erosiva (21), esofagitis erosiva (16), yeyunitis hemorragica (11), el resto de los enfermos
no registran diagndsticos.

Ejercicio 2.3.5: Identifique y clasifique la variable en estudio

De acuerdo a un reciente estudio solicitado por el MOP, sobre el estado de las carreteras
se concluyé que de todas las carreteras del pais las condiciones del pavimento fueron las
siguientes: pobre 10 %, mala 32 %, adecuada 22 %, buena 21 % y excelente 15 %.

Ejercicio 2.3.6: Identifique y clasifique la variable en estudio

Al efectuar una prueba de impacto Izod sobre 20 muestras de tuberia PVC, la resistencia
media a dicho impacto fue de 1.25 ft-1b/in.

Ejercicio 2.3.7: Identifique y clasifique la variable en estudio

En una votacién de 214 colaboradores de una industria pesquera para determinar si irian
a la huelga, 95 respondieron a favor, 85 en contra y el resto voté blanco o nulo.

Ejercicio 2.3.8: Identifique y clasifique la variable en estudio

En una localidad cercana a una gran ciudad se midié la intensidad solar directa, en
watts/m?, arrojando los siguientes datos: 562.3, 869.0, 708.4, 809.2, 856.4, 755.6, 806.5,
878.7, 709.2, 768.6, 839.1, 674.4, 702.3, 809.6, 708.9
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Ejercicio 2.3.9: Identifique y clasifique la variable en estudio

En una obra ingenieril en la que se usan maquinas de petréleo emplearon un espectémetro
para medir la contaminacion por plomo, en ppm, registrando: 99, 100, 103, 102, 106, 106,
100, 103, 105, 102, 105, 98, 103, 102.

Ejercicio 2.3.10: Identifique y clasifique la variable en estudio

Al estudiar el diametro de un agujero taladrado, se encontré que el diametro requerido era
de 5 mm, pero las vibraciones, el desgaste de las herramientas y otros factores producian
diametros mayores.

Ejercicio 2.3.11: Identifique y clasifique las variables del siguiente estudio

En una determinada industria, los clientes se encargan de evaluar los disefios preliminares
de varios productos. En el pasado, el 95 % de los productos con mayor éxito en el mercado
recibieron buenas evaluaciones, el 60 % de los productos con éxito moderado recibieron
buenas evaluaciones y el 10 % de productos de escaso éxito recibieron buenas evaluaciones.

Ejercicio 2.3.12: Identifique y clasifique la variable en estudio

A un grupo de 50 informaticos se le consulté por el tipo de lenguaje en el que preferian
trabajar, obteniéndose: Pascal (6), C++ (14), Visual Basic (15) y el resto en Java.

2.4. Ejercicios de autoevaluacién sobre identificar y cla-
sificar variables

En esta seccién se presentan los ejercicios que miden su nivel de conocimiento de este primer
capitulo. Si responde con éxito al menos al 75 % de estos ejercicios (lo que equivale a contestar
6 o mds ejercicios correctos), entonces usted estd facultado para pasar al siguiente capitulo,
de lo contrario se le invita a repasar el capitulo actual. Las respuestas de estos ejercicios de
autoevaluacién estan en el Anexo A ubicado en la pagina 45 de este apuntes.

Autoevaluacion 2.4.1: Identifique y clasifique la variable en estudio

En un experimento se investigo el tiempo de ruptura, en minutos, de un fluido aislante
entre electrodos a 34 kV obteniendo: 4.5, 4.7, 4.7, 5.0, 3.8, 3.6, 3.8, 5.1, 3.3, 3.8, 4.8, 4.0,
5.2, 4.3, 2.8.

Autoevaluacion 2.4.2: Identifique y clasifique las variables del siguiente estu-

dio
En la operaciéon de grabado de un disco duro, la probabilidad de que la grabacién sea
incorrecta es 0.001 cuando el proceso se realiza a baja velocidad. Cuando el proceso se

efectia a alta velocidad, la probabilidad de un grabado incorrecto es 0.01, mientras que
si la velocidad es normal, la probabilidad de un grabado incorrecto es 0.005
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Autoevaluacion 2.4.3: Identifique y clasifique la variable en estudio

De 80 postulantes para un puesto de analista de sistemas en una empresa, diariamente
se entrevista a un grupo de ellos, al cabo de una semana resulto: 15, 22, 18, 12, 13.

Autoevaluacion 2.4.4: Identifique y clasifique la variable en estudio

Infringiendo las disposiciones aéreas, muchas aerolineas aceptan reservas superiores al de
los cupos disponibles porque saben que algunos pasajeros anularan su reserva en el iltimo
minuto.

Autoevaluacion 2.4.5: Identifique y clasifique la variable en estudio

La planificacion en Educacién contempla estandarizar los cargos asignados a los funcio-
narios de los colegios ptiblicos y subvencionados.

Autoevaluacion 2.4.6: Identifique y clasifique la variable en estudio

Después del sismo ocurrido en una pequena localidad se realizé un estudio sobre defectos
estructurales en las construcciones, obteniéndose: grietas, 50; vidrios rotos, 60; escaleras
defectuosas, 8; banos inutilizables, 15; cercos en mal estado, 12 y canerias destruidas, 3.

Autoevaluacion 2.4.7: Identifique y clasifique la variable en estudio

Se analiza una marca particular de margarina dietética para determinar el nivel de acido
graso poliinsaturado (en porcentaje).

Autoevaluaciéon 2.4.8: Identifique y clasifique la variable en estudio

En una investigacion realizada por demaografos sobre las diferenes generaciones, se encon-
traron las siguientes categorias: Generacion perdida, Generacion grandiosa, Generacion
silenciosa, Baby boomer, Generacion X, Generacion Y, Zillenial, Generacion Z, Genera-
cion Alfa.




CAPITULO 3

ESPACIO MUESTRAL Y EVENTOS

Al realizar un experimento, frecuentemente se desconoce el resultado que se obtendra, es por
ello que el experimento se dice aleatorio, también conocido como no deterministico. En caso
contrario, el experimento es de tipo deterministico. Por lo tanto, se denomina experimento
aleatorio a cualquier proceso, operacién o procedimiento cuyo resultado no se sabe con certeza
antes de realizarlo.

De lo anterior se desprende que un experimento tiene por lo menos un resultado, lo cual sig-
nifica que tiene elementos u objetos, esto conduce al concepto de conjunto, que es crucial
para abordar el tema de probabilidades. Aqui se presenta la segunda dificultad detectada, que
consiste en caracterizar correctamente los elementos de un conjunto, que es el objetivo de este
capitulo.

Se inicia este nuevo trayecto abordando dos conceptos fundamentales que se relacionan con los
conjuntos: espacio muestral y evento (o suceso).

3.1. Definiciéon de espacio muestral y evento

Espacio muestral

Es el conjunto de todos los resultados posibles de un experimento. Generalmente se
denota con €2, también es posible encontrarlo descrito por S.

Si  tiene un nimero finito de elementos, o bien, tiene un nimero infinito numerable (que tiene
una biyeccién con los ntimeros naturales) de elementos, se dice que €2 es discreto. En cambio,
si {2 contiene todos los puntos de algin intervalo de la recta real, entonces se dice que 2 es
continuo.

13
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Ejemplo 3.1.1: Caracterizacién (descripcién) y clasificacién del espacio mues-

tral

Considere el experimento de analizar un cilindro de aire para detectar la presencia de
una molécula contaminante.

Caracterizacion: {2 = {presencia, ausencia}.

Clasificacién: 2 es discreto.

El experimento involucrado en este ejemplo es aleatorio, pues, a priori, no se sabe si el cilindro
contiene o no la molécula contaminante, solo se sabra una vez que se realice el experimento. Por
otro lado, como el espacio muestral tiene dos resultados posibles (un nimero finito), entonces
se clasifica como discreto.

Evento o suceso

Es un subconjunto cualquiera del espacio muestral.

Como en teorfa de conjuntos, todo conjunto es subconjunto de sf mismo y el conjunto vacio () es
un subconjunto de cualquier conjunto, entonces €2 es un evento (o suceso), denominado suceso
seguro, pues al efectuar un experimento siempre “algo” ocurre. A su vez, el conjunto vacio
también es un evento (o suceso), llamado suceso imposible, pues al realizar un experimento no
es posible que “nada” ocurra. Por otro lado, en todo experimento aleatorio, el espacio muestral
Q) juega el papel de conjunto universo.

Ejemplo 3.1.2: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

Al analizar muestras de agua de mar para detectar la presencia de los metales pesados
plomo y mercurio, se encuentra que el 38 % de las muestras tomadas en la desembocadura
de un rio en cuyas orillas se localizan plantas industriales tienen niveles toxicos de plomo
o de mercurio y que el 32% tiene nivel téxico de plomo. Ademas, el 10 % contiene un
nivel alto de ambos metales.

) = {x / x es una muestra de agua tomada en la desembocadura de un rio}.
A = {z € Q / z tiene nivel téxico de mercurio}.

B = {x € Q / x tiene nivel téxico de plomo}.

No olvidar que ...

= () es un evento (o suceso).

» De acuerdo a la teoria de conjuntos, el conjunto universo (2) es el tnico conjunto
en que no se describe de donde provienen los elementos, es por ello que simplemente
se escribe Q = {x / z...}. En cambio, en la caracterizacion de los otros eventos, se
debe mencionar de dénde provienen los elementos, esto es, A={z € Q / z...}.

= La forma como estan definidos los eventos del Ejemplo 3.1.2 es por comprension,
pues se menciona una caracteristica de los objetos. También se pueden caracterizar
los eventos por extensién, que consiste en nombrar cada elemento por separado.
Se debe elegir la forma mas apropiada de acuerdo a la situacion en estudio.
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Recordar que ...

= Al momento de caracterizar un conjunto son fundamentales los conectores l6gicos
“0” e “y”, que en simbologia matematica se escriben V (disyuncién) y A (conjun-
cién), respectivamente, una notacién muy apropiada, pues su forma se relaciona
con U (unién) e N (intersecciéon). Esto ayuda a no definir més eventos de los que
son indispensables. Caraterice solo aquellos eventos que midan caracteristicas dife-

rentes.

= Otro conector logico es la “negacién”, una forma de denotarlo es ~, que se usa para
describir conjuntos complementarios, en consecuencia daria otro subproducto y no
habria que considerarlo como un nuevo evento.

= Se acostumbra empezar caracterizando el espacio muestral, que actiia como con-
junto universo y es el evento principal. Enseguida, se definen los demés eventos.

Comunmente se describen mas eventos de los necesarios solo por el hecho que en el
enunciado aparecen cifras (en el caso del Ejemplo 3.1.2, hay porcentajes) y es tentador
conectarlos con eventos.

En el Ejemplo 3.1.2, ademas de los eventos ya definidos, se tiende a considerar el conjunto
{z € Q / x contiene ambos metales}. Sin embargo, una lectura més detallada, lleva a
analizar la palabra “ambos”, que en lenguaje matematico se relaciona con el conector

légico “y”, por lo tanto, se desprende que es un subproducto de los eventos ya descritos
y estaria demas incluirlo.

3.2. Ejercicios resueltos sobre caracterizar eventos

El propésito de esta seccion es desarrollar diferentes tipos de ejemplos que ayuden a definir
apropiadamente los eventos involucrados en los experimentos a estudiar.

Ejemplo 3.2.1: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

Al inspeccionar una obra vial, el laboratorio de control de calidad cuenta con 15 muestras
de hormigén de las cuales tres no cumplen los estandares de calidad. Suponga que elige
una muestra al azar.

= {z / = es una de las muestras de hormigén inspeccionadas}.

N ={z € Q / x no cumple con los estandares de calidad}.

Del enunciado se aprecia solo una caracteristica a considerar “no cumplir los estandares de
calidad”, la cual da origen al evento descrito. Las muestras que “cumplen con los estandares de
calidad” no se consideran como otro evento, pues se desprende del anterior.

Es necesario recalcar que se debe elegir solo una de las dos maneras de formular el evento, esto
es, la forma como se describié o usando el complemento, la eleccién depende del nimero de
preguntas asociadas con una u otra opcion.
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Ejemplo 3.2.2: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

Al entrevistar un grupo de ingenieros para desarrollar un innovador proyecto, se encontrd
que el 10 % de ellos no sabian usar AutoCad ni Matlab y el 65 % sabia usar AutoCad.
Ademads, el 10 % sabia usar ambos softwares. Suponga que se elige un entrevistado al
azar.

2= {x / x es uno de los ingenieros entrevistados}.
A ={x € Q / z sabia usar AutoCad}.
M = {z € Q / z sabia usar Matlab}.

Se mencionan dos softwares por los cuales se les consulta a los entrevistados, a saber, “AutoCad”
y “Matlab”, posibilitando enunciar los dos eventos definidos. En forma analoga al Ejemplo 3.2.1,
los eventos podrian haberse definido usando la negacién, esto es, “no sabia usar AutoCad” y
“no sabia usar Matlab”, o bien, una combinacion entre ellas, la eleccion a usar dependerd de
cudl es la tendencia de las preguntas asociadas.

Ejemplo 3.2.3: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

Falla el 1% de los conectores eléctricos que se mantienen secos durante el periodo de
garantia. Si el conector se humedece, entonces falla el 5% de los conectores durante el
periodo de garantia. A su vez, el 90 % de los conectores se mantienen secos.

2= {z / = es uno de los conectores eléctricos durante su periodo de garantia}.
F={x€Q / z falla}.

S ={x € Q / z se mantiene seco}.

\. J

Hay dos caracteristicas que se observan en los conectores eléctricos durante su periodo de
garantia: “fallan” y “se mantienen secos”, lo que permite caracterizar los eventos F'y S, res-
pectivamente.

También se presenta la posibilidad de conectores eléctricos himedos, pero no se considera como
otro evento, pues es el complemento del evento S, que se puede describir usando el conector
légico de negacién. Ademas, se tienen conectores eléctricos que fallan estando secos o estando
hiimedos, dando la falsa idea de considerarlos como otros eventos, pero estos serian una mezcla
de los dos eventos ya considerados.

Ejemplo 3.2.4: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

En un estudio de aguas localizadas en las proximidades de centrales eléctricas y de otras
plantas industriales que vierten sus desagiies en el hidrosistema, se concluyé que el 5%
de las muestras presentaron signos de contaminacién quimica y térmica, el 40 % de con-
taminacién quimica y el 35 % de contaminacién térmica.

= {z / = es una de las muestras de agua vertidas en el hidrosistema}.
Q = {x € Q / x mostrd signos de contaminacion quimica}.

T = {z € Q / x mostré signos de contaminacién térmica}.

En este estudio de muestras de agua se destacan dos caracteristicas: “contaminacion quimica”
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y “contaminacion térmica”, que son las que originan los eventos descritos. No considerar como
un nuevo evento a las muestras que “presentaron signos de contaminacién quimica y térmica”,

({3

debido a que el conector légico “y” esta generando un subproducto de los eventos ya definidos.

Ejemplo 3.2.5: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

Al entrevistar un grupo de inversionistas, se encontré que el 20 % de ellos no compraban
acciones tipo A ni tipo B, el 45 % compraba tipo A y el 5% compraba de ambos tipos.
Suponga que se elige al azar uno de estos entrevistados.

2= {x / x es uno de los inversionistas entrevistados}.

Iy = {z € Q / x compraba acciones tipo k}, donde k = A, B.

En la situacion planteada, son dos los tipos distintos de acciones por los cuales se consulta a
los inversionistas, esto lleva a los eventos:

A ={x € Q / x compraba acciones tipo A} y B ={z € Q /x compraba acciones tipo B},

que comunmente se caracterizan abusando del lenguaje, ya que las letras A y B se emplean
tanto para definir al evento (que son los inversionistas) como para distinguir el tipo de accién
comprada. En cambio, al describir los eventos como 14 e I, contempla por separado el tipo de
accion comprada de los inversionistas, pues k toma los valores A o B que se refiere directamente
al tipo de accion comprada y la letra I tiene relacién con los Inversionistas, ademas, con una
sola caracterizacion se tiene a los dos eventos.

Ejemplo 3.2.6: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

Las ocho cavidades de una maquina de moldeo por inyeccién producen conectores plas-
ticos que caen en una banda de transporte comun. Suponga que se toma una muestra de
cinco conectores.

Q : “Quintetos de conectores plasticos, producidos por cualquiera de las 8 cavidades”.

Cj; + “Conector plastico 7 de la muestra, producido por la cavidad j7,
dondei=1,...,5 y j=1,...,8.

El experimento consiste en tomar una muestra de cinco conectores (quinteto), que es la
parte principal a tener en cuenta para construir los eventos. También es necesario tener presente
que cada uno de esos conectores puede provenir de cualquiera de las 8 cavidades de la maquina.

Aqui se presenta una situacién mas compleja que las anteriores, pues hay que enlazar las
cavidades de la maquina de moldeo (que son 8) y los conectores con la posicién que ocupan
en la muestra (que son 5). Estas razones conducen a caracterizar los eventos de una manera
distinta a la empleada hasta ahora y con ello ampliar la forma de definir los eventos, la cual es
muy utilizada en probabilidades.

Otra forma de caracterizar el espacio muestral, usando la forma empleada anteriormente es:

Q ={(z1,...,25) / x; es un conector producido en cualquiera de las 8 cavidades, i = 1,...,5}.
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3.3. Ejercicios propuestos sobre caracterizar eventos

Ahora se presentan varios experimentos para que practique lo aprendido en este capitulo. Las
respuestas de estos ejercicios propuestos estdan en el Anexo B ubicado en la pagina 47 de este
apuntes.

Ejercicio 3.3.1: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

Un conjunto electrénico consta de dos subsistemas. A partir de una serie de pruebas
previas se encontré que: el primer subsistema falla el 20 % de las veces, ambos fallan el
15 % de las veces y falla sélo el segundo subsistema un 15 % de las veces.

Ejercicio 3.3.2: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

Durante una inspeccién, cuatro valvulas se eligen al azar y sin reemplazo desde una caja
que contiene 15, de las cuales 5 son defectuosas.

Ejercicio 3.3.3: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

Las maquinas My, My y M3 se emplean para fabricar en serie un determinado producto.
Se tiene informacién que M fabrica un 1% de articulos defectuosos, My el 2% y M3 un
3 %. De los articulos fabricados, el 20 % lo son por M, el 30 % por M, y el 50 % por Mj.

Ejercicio 3.3.4: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

Si hay un aumento en las inversiones de capital el siguiente a1io, hay un 90 % de posibilidad
que aumente el precio del acero estructural. Si no hay aumentos en esa clase de inversiones,
la posibilidad de que aumente el precio del acero estructural es 40 %. En forma global,
existe un 60 % de posibilidad que aumenten las inversiones de capital el siguiente afio.

Ejercicio 3.3.5: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

En cierto aeropuerto, los viajeros que usan aerolineas importantes es el triple de los que
usan aviones privados y los que viajan en aviones comerciales que no pertenecen a las
aerolineas importantes son el doble de los que emplean aviones privados. De las personas
que usan aerolineas importantes, el 50 % viaja por negocios, mientras que el 60 % de los
pasajeros de los aviones privados y el 90 % de los que usan otras aeronaves comerciales,
también viaja por negocios.

Ejercicio 3.3.6: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

En un estudio de mercado, se aplico una encuesta para conocer el endeudamiento de
los habitantes de una determinada localidad. Los resultados arrojaron que el 5% tenia
deudas en bancos y financieras, el 40 % tenia deudas en bancos y el 35 % tenia deudas en
financieras.



3.3. EJERCICIOS PROPUESTOS SOBRE CARACTERIZAR EVENTOS 19

Ejercicio 3.3.7: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

Un mecanismo puede ponerse en sélo una de 4 posiciones y un sistema tiene 8 de tales
mecanismos.

Ejercicio 3.3.8: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

Un sistema de propulsién esta formado por un motor y dos calderas. El 75 % de las veces
funciona el motor y al menos una caldera. El motor y la primera caldera funcionan el
40 % de las veces, en cambio el motor y la segunda caldera funcionan el 50 % de las veces.

Ejercicio 3.3.9: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

Al entrevistar a 60 estudiantes de Ingenieria sobre sus preferencias por A]gebra, Calculo
y Quimica, se encontré que: a 8 no le agradaban esas materias, 20 optaron por Algebra,
36 por Célculo y 12 por Quimica. Ademds, 6 preferian Algebra y Célculo, 9 Célculo y
Quimica, y 5 Algebra y Quimica.

Ejercicio 3.3.10: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

En una planta procesadora de alimentos se realizé un control de calidad a las cerezas al
jugo, de las latas muestreadas: 90 % cumplian las especificaciones, 4 % tenian exceso de
azucar, al 5% les faltaba liquido, 7 % tenian magulladuras. Ademds, el 1 % tenian exceso
de aziicar y falta de liquido, el 2% tenian exceso de azicar y magulladuras y 3 % tenian
magulladuras y falta de liquido.

Ejercicio 3.3.11: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

Se estima que en cierta poblacién el 55 % padece de obesidad, el 20 % es hipertensa y el
60 % es obesa o hipertensa. También se sabe que en esta poblacion el 20 % pertenece al
grupo de sangre tipo A y el 60 % pertenece al grupo etario adulto.

Ejercicio 3.3.12: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

Los compradores de volumenes grandes de mercancias utilizan con frecuencia esquemas
de muestreo de inspeccién para juzgar la calidad de las mercancias que llegan. Los lotes
(abastecimientos) de mercancia son rechazados o aceptados sobre la base de los resulta-
dos obtenidos al inspeccionar algunos articulos seleccionados del lote. Suponga que un
inspector ha aceptado el 98 % de los lotes que son de calidad “buena” y ha rechazado
incorrectamente el 2% de lotes que eran de calidad “buena”. Ademds, se sabe que el
inspector acepta el 94 % de todos los lotes y que sélo el 5% de los lotes son de calidad
“mala’.
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Ejercicio 3.3.13: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

EI ARN, modelo de la sintesis proteinica, es un cédigo y esta formado por una cadena de
tres nucledtidos, elegidos entre: Adenina (A), Citosina (C), Guanina (G) y Uracilo (U),
no necesariamente distintos. Suponga que estan interesados en los codigos que tienen al
menos dos nucleotidos idénticos. También se desea investigar los codigos que terminan
en G y no se repiten.

Ejercicio 3.3.14: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

Un circuito eléctrico opera con seis interruptores en serie. Suponga que existe un 2% de
posibilidad que falle uno cualquiera de los interruptores.

Ejercicio 3.3.15: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

En un lote de 30 dados hay 4 defectuosos y se toma una muestra de 5 dados, sin reemplazo.
Suponga que se estudia la posibilidad que en la muestra hayan al menos dos dados
defectuosos.

Ejercicio 3.3.16: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

En la prueba de la tarjeta de un circuito impreso en la que se utiliza un patrén de prueba
aleatorio, un arreglo de 7 bits tiene la misma probabilidad de ser uno o cero.

3.4. Ejercicios de autoevaluacion sobre caracterizar even-
tos

El objetivo de esta seccién es medir su nivel de conocimiento de este segundo capitulo. Res-
pondiendo con éxito al menos al 75 % de los ejercicios que siguen (contestar 6 o mas ejercicios
correctamente), estard facultado para enfrentar el préximo capitulo, en caso contrario es reco-
mendable que repase este capitulo. Las respuestas de estos ejercicios las encuentra en el Anexo
B que esta en la pagina 49 de este apuntes.

Autoevaluacién 3.4.1: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

En un estudio sobre las moscas de la fruta (Drosophila Melanogaster) se encontré que el
75 % de la poblacién tenian mutacion de ala y el 60 % tenian mutacion de ojo.

Autoevaluacién 3.4.2: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

De los 500 funcionarios que trabajan en una empresa, 250 participan en un plan de reparto
de utilidades de la compania, 300 tienen una cobertura de gastos médicos mayores y 200
funcionarios participan en ambos programas.
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Autoevaluacién 3.4.3: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

Se estima que el departamento Productos Marinos posee un 30 % de posibilidades de tener
margen de utilidad en este ano fiscal, la posibilidad de que los departamentos Productos
Marinos y Equipos de Oficina tengan margen de utilidad es 6 % y la posibilidad de que
ninguno de estos departamentos tenga margen de utilidad es del 56 %.

Autoevaluacién 3.4.4: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

Una tarjeta de circuito en serie, tiene 12 posiciones en las que puede colocarse un chip y
se colocan 4 chips distintos sobre la tarjeta. Considere el caso en que los chips se colocan
consecutivos.

Autoevaluacién 3.4.5: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

Una caja de fusibles contiene 20 unidades, de los cuales 5 son defectuosos. Suponga que
tres de estos fusibles son tomados al azar, en sucesiéon y sin reemplazo.

Autoevaluacién 3.4.6: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

Se usa un interruptor para cortar el flujo cuando éste alcanza un cierto nivel de profun-
didad en un estanque. La confiabilidad del interruptor (que trabaje cuando debe) es del
90 %. Un segundo tipo de interruptor es puesto en paralelo y su confiabilidad es del 70 %.

Autoevaluacién 3.4.7: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

Considerando la posibilidad de descubrir petréleo, una compania ha clasificado las for-
maciones geoldgicas en dos tipos. Existe un 20 % de posibilidad de que sea tipo I, un 60 %
de que se descubra petréleo y un 70 % de descubrir petréleo si es una formacién geolégica
tipo II.

Autoevaluacién 3.4.8: Caracterice (defina) el/los evento/s involucrado/s

Suponga que dos refrigeradores defectuosos han sido incluidos en un embarque de seis
refrigeradores. El comprador comienza a probar los refrigeradores de uno a la vez. Con-
sidere la situacion en que el ultimo refrigerador defectuoso se encuentre en la cuarta
prueba.




CAPITULO 4

VARIABLES ALEATORIAS

En la actualidad, las ramas de la ciencia, casi en su totalidad, estan relacionadas con mediciones
numéricas cuyos resultados, de alguna forma, estan afectados por situaciones aleatorias. De
hecho el método cientifico se basa en la evidencia observable, empirica y medible, describiendo
(resumiendo, traduciendo) los resultados de un experimento en niimeros.

Asi, cada resultado de un experimento se puede asociar (conectar) con un nimero que se
puede describir por una regla de asociacion. Por ejemplo, en la pandemia por COVID-19, una
preocupacién diaria era conocer el nimero de personas que se contagiaban en una determinada
localidad. Es sabido que una persona cualquiera se puede contagiar o no (eventos), pero se
desconoce cudl de los dos eventos ocurrird. Estas son las razones por lo que a tal regla de
asociaciéon se le conozca como variable aleatoria, especificamente, se llama variable, pues el
valor no es fijo y se denomina aleatoria ya que se desconoce si una determinada persona se
contagiara o no. Una definiciéon formal se presenta en la siguiente seccién.

4.1. El concepto de variable aleatoria

Variable aleatoria

Es una funcién real X que asigna un nimero a cada resultado del espacio muestral
generado por un experimento aleatorio, es decir, X : Q@ — R, w — X (w) = z.

La notacion es la misma usada en el capitulo 2, las variables aleatorias se denotan con letras
mayusculas X, Y, Z,... y con letras minusculas z,y, z, . .. sus respectivos valores.

Vinculado a cada variable aleatoria X estd el conjunto de sus posibles valores, que recibe el
nombre de recorrido de X, descrito y denotado por Ry ={x e R/ Jw e Q: 2= X(w)}.

Sobre un espacio muestral se puede definir mas de una variable aleatoria, la cual serd discreta
si su recorrido es un conjunto finito o infinito numerable, o continua si su recorrido es un
intervalo de R.

22
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Tener presente que ...

en este capitulo solo se trabajara con variables cuantitativas, que son medibles, es por ello
que se omitird la palabra “cuantitativa”. En el capitulo 2, que se trabajaba con variables
cualitativas y cuantitativas era necesario explicitar la distincién.

A continuacién se presentan dos ejemplos para afianzar los conceptos recién definidos.

Ejemplo 4.1.1: Variable aleatoria: identificacion, recorrido y clasificacion

Un operador cuenta los articulos recibidos que no cumplen con la norma ISO exigida.

Identificacién X : Numero de articulos que no cumplen con la norma ISO exigida.
Recorrido Rx ={0,1,...,n}, donde n es el nimero total de articulos recibidos.

Clasificacién Variable aleatoria discreta.

Ejemplo 4.1.2: Variable aleatoria: identificaciéon, recorrido y clasificaciéon

Un laboratorista mide el contenido de humedad (en %) de cada muestra de asfalto.

Identificacién X : Contenido de humedad (en %) de una muestra de asfalto.
Recorrido Rx ={z€R/0<z<100}.

Clasificacién Variable aleatoria continua.

Para utilizar la potencialidad que tienen las variables aleatorias es necesario estudiar el concepto
de probabilidad, que se detalla en la siguiente seccion.

4.2. Probabilidades

Al efectuar un experimento es necesario “medir” (en algun sentido) los eventos que ocurren
Y
para ello se define la estructura que tiene esa coleccién de conjuntos (eventos) que se miden.

Es una coleccién no vacia o/ C Z(2) que verifica:
a) Qe d.
b) Si A € o7, entonces A° € .
c) Si Ay, As, Az, ... € A, entonces U2, A; € .

Donde Z2(12) es el conjunto de las partes de 2, esto es, es el conjunto que contiene a
Q, a 0 y a todos los subconjuntos que se desprendan de €.

Para “medir” los eventos se usa la funcién probabilidad, definida a continuacién.
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Probabilidad

Es una funcién real P : &/ — R, A — P(A), que satisface los siguientes Axiomas de
Kolmogorov:

Axioma 1. P(Q) = 1.
Axioma 2. P(A) >0, VA € &/.
Axioma 3. P (U, Ax) = > P(Ag), YAi, A; € of tales que A;NA; =0, para i # j.

Donde &7 es la menor clase de subconjuntos de €2 que constituye una o—algebra. Asi,
la terna ordenada (€2, <7, P) genera un espacio de probabilidad asociado a un experi-
mento aleatorio.

Como el espacio muestral ) juega el papel de conjunto universo, entonces todos los comple-
mentos son tomados con respecto a €2, deduciéndose los siguientes resultados:

Teorema 1.

Si Ay B son eventos arbitrarios de €2, entonces
1.1 P(0) = 0.
1.2 P(A°) =1- P(A).
1.3 Si A C B, entonces P(A) < P(B) y P(B— A) = P(B) — P(A).
14 P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(AN B).

Observaciones

» De acuerdo al Axioma 2 y Teorema 1.3, se obtiene que 0 < P(A) < 1, pues A C Q.

s El Teorema 1.4 se puede extender a una cantidad finita de eventos, en particular,
si A, B y C son eventos arbitrarios de {2, entonces

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC).

Ejemplo 4.2.1: Calculo de probabilidades

Refiérase al Ejemplo 3.1.2 y suponga que se elige una muestra al azar, jcudl es la proba-
bilidad de que la muestra contenga: a) un alto nivel de mercurio?  b) sélo plomo?

Considerando los eventos ya definidos en el Ejemplo 3.1.2 y los datos entregados, resulta
P(AUB)=0.38, P(B)=032 y P(ANnB)=0.10

Para a): del Teorema 1.4 P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB) =0.38 = P(A) =0.16
Para b): del Teorema 1.3 P(B— ANB)=P(B)— P(ANB)=0.22

Notar que “sélo plomo” excluye todas las demés opciones, lo cual significa considerar plomo y
no mercurio, lo que en notacién de conjuntos se escribe B N A€, o bien, B — AN B. Ademés,
observar que se usa el Teorema 1.3 debido a que AN B C B.
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No confundir 5% con 0.05, recordar que % es un simbolo matemético que representa
una cantidad dada como fraccién en 100 partes iguales.

Las probabilidades son niimeros en el intervalo [0, 1], por lo tanto, si el evento A tiene
una posibilidad de ocurrencia del 5 %, entonces se debe escribir P(A) = 0.05

Al trabajar con espacios muestrales finitos, es muy 1til el resultado siguiente.

Regla de Laplace

En el caso de que todos los resultados de un experimento aleatorio sean equiprobables
(que cada evento elemental tenga la misma probabilidad de ocurrir), Laplace definié la
probabilidad de un evento A como el cociente entre el nimero de resultados favorables a
que ocurra el evento A en el experimento y el niimero de resultados posibles del experi-

__ numero de elementos de A
mento. P(A) " ntimero de elementos de Q °

4.2.1. Probabilidad condicional

En varias ocasiones se requiere averiguar la probabilidad de ocurrencia de un evento en base
a que ya ocurrié otro evento. Es decir, se satisface una condicién, dando origen al siguiente
concepto.

Probabilidad condicional

Es la posibilidad de que ocurra un evento A como consecuencia de que haya tenido lugar
el evento B y si P(B) > 0, entonces la probabilidad condicional de A dado B es

P(ANB) , P(ANB)
P(A|B) = ———— b P(A/B) = ————=
(B) = =5z bl P(4/B) ==L
Observaciones
» Para identificar la condicion es clave el conector logico “si ..., entonces ..."
» La condicién es lo que se escribe después de “|”; o bien, después de “/”.

= Notar que las probabilidades condicionales satisfacen los axiomas de probabilidad.

Ejemplo 4.2.2: Calculo de probabilidades

Considere el Ejemplo 3.2.4 y calcule la probabilidad de que un arroyo que muestra:

a) contaminacién térmica presente también signos de contaminaciéon quimica,

b) contaminacién quimica no presente signos de contaminacién térmica.

En base a los datos entregados y eventos ya definidos en el Ejemplo 3.2.4, se logra
P(QNT)=0.05, P(Q) =040 y P(T)=0.35
Para a): P(Q|T) = £@D _ 1

P(T) 7

. c 1 _ _ 1 _ P@T)
Para b): P(T°|Q) = 1 - P(T|Q) = 1 — 290D — 0.875

\. J

Es recomendable que al calcular una probabilidad se deje expresada en su nimero exacto.
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iEvitar aproximar! Es por ello que en respuesta a la pregunta del item a) se escribié %, de lo
contrario se deberia haber escrito con sus 15 decimales ya que una cantidad menor de decimales
obligaria a un redondeo.

El mismo tratamiento se aplica al item b), dejar la respuesta como niimero exacto, esta vez en
decimales, pues tiene simplemente tres decimales. En otras situaciones emplear la forma mas
conveniente.

No confundir probabilidad condicional con probabilidad de interseccion de eventos, como
ocurre en el Ejemplo 4.2.2, pues al responder el item a), se tiende a calcular P(T N Q),
confundiendo la palabra “también” con el conector 16gico “y”. Tener siempre presente que
los conectores son clave.

Ademads de lo anterior, observar que la frase “un arroyo que muestra contaminacién
térmica” es un hecho que esté ocurriendo o que ocurrié, lo que da origen a la condicion.

Regla del producto o Ley multiplicativa de probabilidades

Sean Ay, ..., A eventos, donde A; describe el resultado de la i—ésima etapa, 1 = 1,..., k,
entonces

P(A1N Ay -0 Ay) = P(A)P(As| A1) P(As] Ay N Ag) - - - P(Ag] Ay N Ag O+ 1 Ag_1).

Observacién

En la practica es mas comin que pregunten por la probabilidad de la interseccién de
algunos eventos puesto que la probabilidad condicional aparece como dato.

4.2.2. Independencia de eventos

Independencia

Dos eventos son independientes si la ocurrencia o no ocurrencia de uno de ellos no tiene
efecto alguno sobre la ocurrencia o no ocurrencia del otro. Formalmente, dos eventos, A
y B son estadisticamentre independientes si

P(ANB)= P(A)P(B).

Observaciones

= En numerosos casos se puede determinar, sobre una base puramente intuitiva o de
conocimiento en el area, si dos eventos son independientes. Por ejemplo, la forma de
una fruta no tiene efecto alguno sobre la concentracion de azicar o sobre la acidez
que posee dicha fruta.

= Una coleccion de eventos Ay, ..., A, son mutuamente independientes si para
cualquier subcoleccién Ay, ..., Ay, se tiene P(Mj_; Ax,) = [T/=; A,
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Teorema 2.

Si A y B son eventos independientes, entonces
2.1 Ay B¢ son independientes, es decir, P(AN B¢) = P(A)P(B°).
2.2 A°y B son independientes, es decir, P(A°N B) = P(A°)P(B).
2.3 A°y B¢ son independientes, es decir, P(A° N B¢) = P(A®)P(B°).

Ejemplo 4.2.3: Calculo de probabilidades

r jem .2.4, averigiie si ven mostrar contaminacion térmi mostrar
Para el Ejemplo 3.2.4, averigiie si los eventos “mostrar contaminacién térmica” y “mostra
contaminacién quimica” son independientes.

Ejemplo 4.2.4: Calculo de probabilidades

Remitase al Ejercicio 3.3.14 y calcule la probabilidad de falla del circuito.

De acuerdo a los datos y eventos ya descritos, resulta P(If) =0.98, k=1,...,6.
Sea I : “Funciona el circuito”, luego P(F) = P(NS_,I¢) = TI_, P(I¢) = 0.98°.
Por lo tanto, P(F¢) =1 — P(F) =1 —0.985.

\.

La clave en este ejemplo fue la independencia entre los interruptores, pues el hecho que un
interruptor falle no implica que otro interruptor también falle o funcione.

Por otro lado, un circuito en serie falla si uno cualquiera de los interruptores falla, lo que
conduce a trabajar con muchas uniones, a saber, se deberian considerar los eventos:

a) “falla un interruptor y los otros no”; aqui se tienen 6 eventos, uno por cada interruptor.

6

2) = 15 eventos.

b) “fallan dos interruptores y los otros no”, que suman (

6

3) = 20 eventos.

c) “fallan tres interruptores y los otros no”, resultando (

6

4) = 15 eventos.

d) “fallan cuatro interruptores y los otros no”, que contabilizan (

6

5) = 6 eventos.

e) “fallan cinco interruptores y los otros no”, obteniendo (

f) “fallan todos los interruptores”, que es 1 evento.

Lo que implica calcular la unién de todos estos eventos y por la extension del Teorema 1.4,
habria que calcular demasiadas probabilidades, por ello se debe buscar otro procedimiento. Una
alternativa es trabajar con los complementos, esto es, calcular la probabilidad que el circuito
funcione, lo que se consigue cuando funcionan todos los interruptores, para lo cual se debe
calcular la probabilidad de una interseccion de eventos y como hay independencia, entonces se
utiliza el Teorema 2.

Ademas, no se aproximo el resultado y se dejé expresado en su valor exacto. También, se destaca
el hecho que se us6 una técnica de conteo llamada combinatoria, definida a continuacién
junto a otras.
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Métodos de enumeracion o técnicas de conteo

Son mecanismos que ayudan a contar, de forma rapida, el nimero de elementos que tiene
un evento finito.

a) Permutacion es un arreglo o seleccion ordenada con todos o con una parte de un
conjunto de objetos. Al tomar r objetos de entre n objetos distinguibles, resulta

|
Pf‘zﬁ,rﬁn

b) Permutacion con objetos indistinguibles. Si se consta de n objetos, de los
cuales n; son idénticos y del tipo i, para i =1,2,..., k, entonces

n n!

Nyl nll—nkl’

¢) Combinacién es un arreglo o seleccién con todos o con una parte de un conjunto

de objetos, donde el orden no es importante. Al tomar r objetos de entre n, se
obtiene C" = (:f), r <n.

Observacién

Se dice que dos objetos son distinguibles si al cambiarlos de lugar se aprecia claramente
el cambio, por ejemplo, las letras A y B, o bien, los niimeros 3 y 7.

Si no es posible detectar el cambio, entonces los objetos se dicen indistinguibles, como
sucede con las letras A y A, o bien, con los objetos & y .

4.2.3. Teorema de Bayes

El concepto de particion, dado enseguida, es la base en que se sustentan dos resultados muy
utilizados en probabilidades, los cuales se presentan a continuacion.

Particién
Una coleccién Ay, As, ..., Ax de subconjuntos no vacios de un conjunto B es una parti-
cién de B siy sblo si el conjunto {Ay, As, ..., Ay} satisface las siguientes condiciones:

k
Q) A £ 0, Vi€ {l,..k}, D)ANA;=0Vi#j ije{l,... .k}, ¢ |JA=B

i=1

Teorema 3.

Si los eventos Aq, A, ..., A, forman una particion de €2, entonces VE C (2, se tiene:
3.1 Teorema de la probabilidad total

P(E) = ;P(Ai)P(ElAi)'

3.2 Teorema de Bayes

P(A;)P(E|4;)

P(A;|F) = Z 1
WIB) = S P)PEIA)
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Ejemplo 4.2.5: Calculo de probabilidades

Basado en el Ejemplo 3.2.3 jqué proporcion de conectores fallara durante el periodo de
garantia?

Considerando los datos y eventos descritos en el Ejemplo 3.2.3, se tiene:
P(S) =0.90, P(S¢) = 0.10, P(F|S) = 0.01, P(F|S¢) = 0.05.
Por lo tanto, P(F') = P(S)P(F|S) + P(S¢)P(F|S¢) = 0.014.

La respuesta es que 14 de cada 1000 conectores fallara durante el periodo de garantia.

El conector l6gico condicional “Si ..., entonces ...”, presente aqui, fue clave para identificar
la condicion, que es el evento “el conector se humedece”, ubicado entre las palabras “si” y
“entonces”. Dicho evento estd conectado con su complemento “el conector se mantiene seco”,

que fue el evento base que se uso.

Ejemplo 4.2.6: Calculo de probabilidades

Considere el Ejercicio 3.3.3 y suponga que se examina una pieza.
a) Calcule la probabilidad que la pieza sea defectuosa.

b) Si la pieza es defectuosa, calcule la probabilidad que haya sido fabricada por la
maquina M.

De acuerdo a los datos y eventos ya definidos, resulta:
P(A;) = 020, P(A;) = 0.30, P(As) = 0.50, P(D|A;) = 0.01, P(D|4;) = 0.02,
P(D|A3) = 0.03.
k
Para a): P(D) =>_ P(A;)P(D|A4;) = 0.023.

=1

Para b): P(A;|D) = % =2

La dificultad de este ejemplo estaba en identificar las probabilidades condicionales dadas en
el enunciado. La frase “Se tiene informacién que la maquina M; fabrica un 1% de articulos
defectuosos”, establece que el articulo fue fabricado por la maquina M, es decir, ocurrié dicho
evento, por lo tanto es la condicion.

Notar que la respuesta del literal b) se expresé en su valor exacto.

4.3. Variables aleatorias discretas y continuas

Al definir una variable aleatoria X, también se ha definido su recorrido, Rx, que actia como
un “nuevo espacio muestral”, pues la funcién probabilidad actiia sobre él. A continuacion se
muestra que la funciéon probabilidad, definida sobre €2, también se puede usar para X.

Suponer que se tiene el espacio muestral 2 = {w;, ..., w,} con una funcién probabilidad Py la
variable aleatoria X con recorrido Ry = {1, ..., 2, }. Se puede definir una funcién probabilidad
Px sobre Rx como sigue. Primero observar que X = x; si y sélo si el resultado del experimento
aleatorio es un w; € (2, tal que X (w;) = x;. Asi,

Py(X = 12;) = P(w; € Q | X(w;) = 2:}). (4.1)
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Notar que el lado izquierdo de la ecuacién (4.1), la funcién Px es una funcién probabilidad
inducida sobre Ry, definida en términos de la funcién P original. Ademas, Py satisface los
Axiomas de Kolmogorov y por tanto es una funcién probabilidad.

Ejemplo 4.3.1: Conexidén entre funcién probabilidad P y variable aleatoria

Considere el experimento de lanzar una moneda tres veces y observar su resultado.

Q= {(z1,29,23) J2;=C o z; =5, i=1,2,3}, donde C = cara, S = sello.

Una posible variable aleatoria es X : Ntimero de caras obtenidas en los tres lanzamientos.
La tabla siguiente muestra la enumeracion completa del valor de X para cada punto del
espacio muestral.

w | (C,C,0) (C,C.S) (C.S8,C) (5,C.C) (C.5,8) (5,C.9 (5.5,C) (5,59
X () 3 2 2 2 1 1 1 0

El recorrido de X es Rx = {0,1,2,3} y suponiendo que cada uno de los ocho puntos
en €) tiene probabilidad % (equiprobabilidad) se obtiene que al contar los resultados
desplegados en la tabla anterior se ve que la funcién probabilidad inducida sobre Rx es

% 0 1 3

ol | DN

3
8

00—
=

Asi, por ejemplo, se tiene que Px(X = 2) = P({(C,C,S5),(C,S,C),(S,C,C)}) = %.

En la ilustracién anterior, tanto 2 como Ryx eran finitos y la definicion de Py fue directa. Lo
mismo sucede cuando Ry es numerable. Si Rx es infinito no numerable, la funciéon probabilidad
inducida, Py, se define como sigue. Para cualquier conjunto A C R, se tiene que

Px(X € A)=P{we/ X(w) e A}).
A su vez, debido a la equivalencia en la ecuacién (4.1), simplemente se escribird P(X = x;) en

lugar de Px (X = ).

Asociada con una variable aleatoria X hay otra funcién, llamada funcién masa de probabi-
lidad (fmp) para los casos en que X es discreta, o bien, funcién densidad de probabilidad
(fdp) cuando X es continua, obteniéndose el siguiente resultado.

Teorema 4.

La funcién fx(z) = P(X = x) es una fdp (o fmp) de una variable aleatoria X si y sélo si
4.1 fx(x) >0, para toda z.

42 Y fx(z) =1 (para fmp) 0 /o:o fx(z)dr =1 (para fdp).

Observaciones

» Si X es una variable aleatoria discreta y A C Ry, entonces P(A4) = Y fx(x).
z€A

= Sia <by X es una variable aleatoria continua, entonces

P(a<X<b)=P(a§X<b):P(a<X§b)=P(a§X§b)z/be(x)dx.
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Ejemplo 4.3.2: Funcién probabilidad

Considere el nimero de perforaciones que se deben hacer hasta detectar un yacimiento
productivo. Existe un 0.1 % de posibilidad que en una perforaciéon se detecte un yaci-
miento productivo.

a) Determine la funcién probabilidad asociada con el experimento.

b) Calcule la probabilidad que se deban hacer mas de 50 perforaciones para detectar
un yacimiento productivo.

Sea X : Numero de perforaciones hechas hasta detectar un yacimiento productivo.
Luego Rx = {1,2,3,...} = N. Por lo tanto, X es una variable aleatoria discreta.
Para a): Para las primeras probabilidades se tiene:

fx(1)=P(X =1)=10.001,

fx(2) = P(X =2)=10.999(0.001),

fx(3) = P(X = 3) = 0.999%(0.001),

Asi, fx(2)=(0.001)0.999*"1, x € N es funcién masa de probabilidad (fmp), pues:
>

i) fx(z)

> 0.001
ji 0.001)0.999* 1 = ———  —
i) ;( ) 1—0.999

0, ya que es una funciéon exponencial.

Para b): P(X > 50) = 1 — P(X < 50).
P(X < 50) = 0.001(1 + 0.999 + 0.9992 + - - - + 0.999%%)
(0.999)P(X < 50) = 0.001(0.999 + 0.999 + - - - + 0.999°°)

Restando las dos dltimas ecuaciones se obtiene que P(X > 50) = 0.9995.

. J

Para desarrollar el literal a) se usé independencia, puesto que se detecte o no un yacimiento
productivo en una perforacion no implica que en la siguiente perforaciéon suceda lo mismo.
Asi, por ejemplo, P(X = 3) significa que en la tercera perforacién se detecté un yacimiento
productivo y en las primeras dos perforaciones no.

Ademas, en la parte a) 7i) se empled la informacién que la serie era geométrica.

En b) se ocupé la probabilidad del complemento (Teorema 1.2) junto con el hecho que se tiene
una progresion geométrica. Finalmente el resultado se dejo expresado en su valor exacto.

iCuidado!

No confundir variable aleatoria discreta con variable aleatoria continua. Para evitar esto,
una vez identificada la variable aleatoria (se debe hacer una lectura comprensiva del
enunciado), construir el recorrido Ry (con mucha precaucion), pues es el que decidira si
la variable aleatoria es discreta o continua.

Recordar que ...

= si una variable se inicia con “Numero de ...”, se trata de un caso discreto.

= se emplean sumas finitas o series para calcular probabilidades en casos discretos.
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Ejemplo 4.3.3: Funcién probabilidad

En una empresa de procesos, el tiempo, medido en meses, que un ingeniero tarda en
disefiar un algoritmo estd dado por f(z) = 10e~1%+¢ para z > 6.

a) Determine el valor de C' de modo que f sea una funcién probabilidad.

b) Calcule la probabilidad que un ingeniero tarde mas de 189 dias en disefiar un
algoritmo.

Sea X : Tiempo (en meses) que un ingeniero tarda en disenar un algoritmo.
Luego Rx = {x € R / = > 6}. Por lo tanto, X es una variable aleatoria continua.

Para a): Puesto que f es una funcién exponencial natural, entonces f(z) > 0.

Para que f sea funcion probabilidad falta que / f(z)dz =1, esto es,
6

d—o0

0 d
1= / 10e 19%+C gy = l{m / 10e7192+C gy = 970 de donde C' = 60.
6 6
Asi, fx(z) = 10e %9 2 > 6 es funcién densidad de probabilidad (fdp).

Para b): Considerando que 1 mes tiene 30 dias, entonces P(X > 6.3) =1 — P(X < 6.3).

6.3
Como P(X <6.3) = / 10e71%@=0 gy = 1 — ¢~ entonces P(X > 6.3) = e~2.
6

. J

Lo crucial del ejemplo fue detectar que la variable aleatoria es continua, que se desprende debido
a que entre dos lecturas cualesquiera del tiempo, siempre habran méas mediciones intermedias.

Recordar que ...

se emplean integrales (impropias, como en Ejemplo 4.3.3) para calcular probabilidades
en los casos continuos.

Ejemplo 4.3.4: Funcién probabilidad

Considere que la demanda semanal de autos eléctricos esta dada por f(z) = 72_—8””. A partir
de ella construya una funciéon probabilidad y calcule la probabilidad de solicitar més de
4 autos eléctricos.

Sea X : Ntmero de autos eléctricos solicitados durante una semana.
Luego Ry = {0,1,...,6}. Por lo tanto, X es una variable aleatoria discreta.

Asi, fx(x) = 72_—8:”, donde z =0,1,...,6 es una funcién masa de probabilidad, pues

Z)x0123456
T CIF RN RN EER

Por tanto, fx(x) >0, paraz =0,1,...,6 .

i1) Ademés, i fx(z) =1

z=0

Concluyendo que P(X > 4) = 2.

Se debe enfatizar que este ejercicio es un estudio de un caso discreto, pues la variable aleatoria

Y

es un conteo, se inicia con “Ntmero de ...".
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Por otra parte, es necesario precisar que considerar mas de 7 autos produciria que fx(x) <0
impidiendo que la funcién sea una probabilidad. A su vez, la demanda semanal podria ser de 7
autos, pero fx(7) =0, no seria un aporte.

4.4. Ejercicios resueltos sobre variables aleatorias y fun-
cién probabilidad

La meta de este apartado es conseguir que sea capaz de aplicar apropiadamente las herramientas
del calculo diferencial e integral, para ello se desarrollan variados ejemplos ilustrativos.

Ejemplo 4.4.1: Calculo de probabilidades

Remitase el Ejemplo 3.2.2 y calcule la probabilidad que el entrevistado:

a) sabia usar por lo menos uno de los dos softwares, b) s6lo sabia usar Matlab.

De acuerdo a los eventos y datos entregados en el Ejemplo 3.2.2, se tiene
P(A°N M) =0.10, P(A) =0.65 y P(ANM)=0.10

Para a): P(AUM)=1—- P((AUM)c) =0.90

Para b): P(M —ANM)=P(M)—-P(ANM)=0.25

En el literal a) se usé una Ley de DeMorgan para estabecer que P((A U M)¢) = P(A°N M¢).

En el literal b) se empled el Teorema 1.3, pues AN M C M y también se ocup6 el Teorema 1.4
junto con el literal a) para obtener P(AU M) — P(A) = P(M) — P(AN M) = 0.25.

Ejemplo 4.4.2: Calculo de probabilidades

Basandose en el Ejercicio 3.3.2, calcule la probabilidad que:
a) las cuatro vélvulas sean defectuosas,

b) la cuarta valvula extraida sea defectuosa si las tres primeras estaban buenas.

Apoyandose en los eventos ya definidos, se obtiene que:
Para a): P(Mj_,V;) =P (V1) P(Va[V1)P(V3|VinVa) P(Va|VinVanVs) = 53 (35) (35)(3%) = o3
Para b): P(V4[VENVENVE) = 2

12°

Para resolver este ejercicio se usé la “regla del producto”. Tener en cuenta que hay cuatro etapas
y en cada etapa se va extrayendo una valvula. Por lo tanto, van quedando menos valvulas y es
muy importante saber qué tipo de valvula se ha extraido, lo que se exhibe en la condicion.

iCuidado!

En el Ejemplo 4.4.2 no se puede usar independencia, pues si ya se sac6 una valvula
defectuosa, entonces extraer otra valvula defectuosa tiene una menor probabilidad, es
decir, depende de lo que paso.
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Ejemplo 4.4.3: Calculo de probabilidades

Refiérase al Ejercicio 3.3.16, calcule la probabilidad que los bits sean:

a) solamente unos, b) méas unos que ceros.

De acuerdo a la informacién entregada, se logra:
Para a): P(N_,B;) = &.

Para b): Sea B : “los bits son més unos que ceros”, luego P(B) = 5 >[_, Pl . = 3.

En a) se us6 independencia, pues, que un bit sea uno o cero no obliga a que el siguiente lo sea.

En b) se ocuparon permutaciones con objetos indistinguibles, pues los unos (o ceros) no se
distinguen entre si. Ademds, se declar6 un evento mas practico de de manipular en notacién
conjuntista En a) y b) se uso6 la Regla de Laplace.

Ejemplo 4.4.4: Calculo de probabilidades

Remitase al Ejercicio 3.3.15 y calcule la probabilidad que la muestra extraida contenga:

a) exactamente dos dados defectuosos, b) al menos dos dados defectuosos.

Considerando el evento ya definido, usando combinaciones y la Regla de Laplace, resulta:

Para a): Sea B : “Muestra extraida contiene exactamente dos dados defectuosos”, luego

P(B) - el — 20

Para b): P(C)zl—P(CC)zl_w:%.

Si se saca una cantidad de dados defectuosos, entonces los restantes deben ser no defectuosos.

Ejemplo 4.4.5: Calculo de probabilidades

Para el Ejercicio 3.3.5, suponga que se selecciona al azar una persona que llega a ese
aeropuerto, calcule la probabilidad de que la persona viaje:

a) por negocios, b) en avién privado, dado que lo hace por negocios.

De acuerdo a los datos y eventos definidos, se tiene que:
P(V7) =3P(Vp), P(Vo) = 2P(Vp), lo que lleva a P(V;) = 2, P(Ve) = 2, P(Vp) = ;.
Ademés, P(N|V;) = 0.5, P(N|Vp) = 0.6, P(N|Vc) = 0.9
Para a): del Teorema 3.1 P(N)=P(V;)P(N|V;)+ P(Vo)P(N|Ve) + P(Vp)P(N|Vp) = 2.

20

Para b): del Teorema 3.2 P(Vp|N) = % =2

Para no recargar la notaciéon se empled una nueva notacion, mas reducida que la original, donde
C = Comercial, I = Importante y P = Privado.
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Ejemplo 4.4.6: Calculo de probabilidades

En base al Ejercicio 3.3.13, calcule la probabilidad que los c6digos:

a) tengan al menos dos nucle6tidos idénticos, b) terminen en G y no se repitan.

De acuerdo a los eventos ya caracterizados y usando la Regla de Laplace, resulta:
Para a): P(D) = 1-P(D*) = 1—% = 0.625, D¢ :“menos de dos nucleétidos idénticos™.
Para b): P(C') = 0.09375.

Ejemplo 4.4.7: Calculo de probabilidades

Considere el Ejercicio 3.3.4, calcule la probabilidad que:

a) no aumenten los precios del acero estructural aun cuando haya un aumento en las
inversiones de capital,

b) haya un aumento en el precio del acero para el siguiente afio.

Con los datos y eventos definidos, resulta: P(A|I) = 0.9, P(A|I¢) = 0.4, P(I) = 0.6
Para a): del Teorema 1.2 P(A°|I) =0.1.
Para b): del Teorema 3.1 P(A) = P(I)P(A|I) 4+ P(I¢)P(A|I¢) =0.7.

Ejemplo 4.4.8: Calculo de probabilidades

Refiérase al Ejercicio 3.2.6 y calcule la probabilidad que:

a) los cinco conectores hayan sido producidos en la misma cavidad del molde,

b) cuatro de los cinco conectores hayan sido producidos en la cavidad uno del molde.

Con los datos y eventos ya descritos, resulta: P(C;;) = 5. En base al Axioma 3, se obtiene:
Para a): P(ngl[mizlcij]) = ?:1 P(ﬂ?:lc’ij) = ?:1 H?:l P(Cy)) = 8l4-

Para b): P(U;_,Cf, ﬂ?i:l,i;&k} Ci) = ZZ:JP(C&) H?i:l,i;ﬁk} P(Cy)] = 2—?-

Ejemplo 4.4.9: Funcién probabilidad

En una industria quimica, la produccién mensual de cierto producto, en miles de litros,
estd dada por f(z) = 0.25z, para 0 <z <2y f(z) =1—0.25z, cuando 2 < x < 4.

a) Demuestre que f es una funcién probabilidad.

(

b) Si se sabe que la produccién en un mes dado no alcanza a 3000 litros, jcudl es la
probabilidad que se haya tenido una produccién de a lo menos 1500 litros?

Sea X : Produccién mensual (en miles de litros) de cierto producto quimico.
Luego Rx = {x € R / 0 <z < 4}. Por lo tanto, X es una variable aleatoria continua.
Para a): Notar que f(x) >0, pues: (i) si 0 < x < 2, entonces 0 < 0.25z < 0.5,

(17) si 2 < x < 4, entonces 0 < 1 —0.252 < 0.5

4 2 4
Ademaés, / flz)dz = / 0.25z dx +/ (1 —0.25z)dz = 1.
0 0 2

Parab):P(X21.5|X<3):%:1_g
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Ejemplo 4.4.10: Funcién probabilidad

En determinada industria los accidentes ocurren a una tasa de 1 cada dos meses y estan
regidos por la funcién f(z) = <45 >0, 2 =0,1,2,..., donde p es la tasa.

z!
a) Verifique que la funcién dada es de probabilidad. La variable aleatoria X asociada
se dice que tiene Distribucién Poisson, lo cual se denota X ~ Poisson(u).

b) Calcule la probabilidad que ocurran accidentes en un mes dado.

Sea X : Numero de accidentes que ocurren en 1 mes.

Luego Ry ={r € R/ x=0,1,2,...}. Por lo tanto, X es una variable aleatoria discreta.

Para a): f(x) > 0, pues es el cuociente entre funciones positivas: exponencial y factorial.
Para que f sea funcién probabilidad solo falta que Y22, f(z) = 1.

Por serie de Taylor, si g es continua, entonces g(y) = > o2 9" (go)ly—y0)”

z=0 x!
Como g(y) = €Y es continua y ¢ (0) = 1,2 =0,1,2,..., con gy, = 0, entonces
=0 L = Y2 f(zx) = e " Y2, L = 1, es funcién probabilidad (fmp).

Para b): Puesto que p = 0.5, entonces P(X > 0)=1— f(0) =1 — e %5.

Ejemplo 4.4.11: Funciéon probabilidad

Las fallas en determinado tipo de montacargas ocurren segtin una distribucién Poisson a
una tasa de 1 cada 24 horas de operacién. Determine la probabilidad que en:

a) 48 horas de operacién no ocurran fallas.

b) 72 horas de operaciéon ocurran por lo menos dos fallas.

Sea X; : Numero de fallas que ocurren en un montacargas cada ¢t horas de operacion.
t
e ()"

Luego Ry, = {0,1,2,...}, X; ~ Poisson(5) v fx,(z) = —%—, 2=0,1,2,...
Para a): P(X,;3 =0) =e 2 Para b): P(X7p >2)=1—P(X7a <2)=1—4e™3.

Ejemplo 4.4.12: Funciéon probabilidad

La duracién, en afios, de un tubo electrénico esta dada por f(z) = Az?, 1 < x <6.

a) Determine el valor de A de modo que f sea una funcién probabilidad.

b) ;Qué probabilidad existe que el tubo dure mas de cinco anos?

Sea X : Duracién (en afios) de un tubo electrénico.

Luego Rx = {x € R / 1 <z < 6}. Por lo tanto, X es una variable aleatoria continua.

Para a): Como f es una funcion cuadrética, entonces f(z) > 0 siempre que A > 0.

6
Ademas, para que f sea funcién probabilidad falta que / f(z)dz =1, esto es,
1

215°

6
1= / Ax’dr = %xﬂj =204, de donde A = 7
1

Asf, fx(z) = 55z2?, 1 < 2 < 6 es funcién densidad de probabilidad (fdp).

6
Para b): P(X >5) = / S p2dr = a8 0_ o1
5

215 215 5 215°
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Ejemplo 4.4.13: Funcién probabilidad

El tiempo, en dias, de operacion sin falla de cierta componente es f(x) = B e 1,1 > 0.
a) Obtenga el valor de B de modo que f sea una funcién probabilidad.

b) ;Qué proporcion de estas componentes duran a lo mas 100 dias?

Sea X : Tiempo (en dias) de operacién sin falla de cierta componente.

Luego Rx = {x € R / z > 0}. Por lo tanto, X es una variable aleatoria continua.

Para a): Como f es una funciéon exponencial natural, entonces f(z) > 0, con B > 0.

Para que f sea funcion probabilidad es necesario que / f(z)dz =1, esto es,
0

oo . g L
1= B e 20dy = lim / B e ™dr = 1208, de donde B = ﬁ'
0 d—o0 Jo
Asi, fx(z) = 3¢ 120, x> 0 es funcién densidad de probabilidad (fdp).

100 1 . s
Para b): P(X < 100) =/ —12Oe’md1’ =1—¢eT5.
0

Por lo tanto, alrededor del 57 % de las componentes duran a lo méas 100 dias.

Ejemplo 4.4.14: Funcién probabilidad

Un satélite, después de colocarlo en érbita, funciona de manera adecuada de acuerdo a
f(z) = (Z)pm(l —p)"* x =0,1,...,n, donde n es el nimero de lanzamientos y p su

probabilidad de éxito. Suponga que con 90 % de éxito se colocan cinco satélites en Orbita.

a) Verifique que la funcién dada es de probabilidad. La variable aleatoria X asociada se
dice que tiene Distribucién binomial, lo cual se denota X ~ binomial(n, p).

b) {Qué probabilidad hay que el 80 % o mas de los lanzamientos funcionen bien?

Sea X : Numero de satétiles puestos adecuadamente en érbita.
Luego Ry = {0,1,2,3,4,5}. Por lo tanto, X es una variable aleatoria discreta.

Para a): f(x) > 0, pues es producto de funciones positivas: exponencial y combinatoria.
Por el Teorema del Binomio de Newton »>7_ (Z) P (1—p)"*=(p+1—-p"=1
Para b): Como p = 0.9 y n =5, entonces P(X > 4) = f(4) + f(5) = 0.91854.

. J

Ejemplo 4.4.15: Funcién probabilidad

La probabilidad de que un componente de una maquina se averie antes de 100 horas es
0.015. La maquina tiene 30 componentes. Calcule la probabilidad de averia de la maquina
antes de 100 horas si:

a) la maquina se averia cuando se averfan uno o mas componentes.

b) la maquina solo se averia cuando todos los componentes se averian.

Sea X : Numero de componentes de la maquina que se averian antes de 100 horas.
Luego X ~ binomial(30,0.015) es discreta y f(z) = (%)0.015°0.985% %, z =0, ..., 30.

Paraa): P(X >1)=1— f(0) =1—0.985%.  Para b): f(30) = 0.015%.
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Ejemplo 4.4.16: Funcién probabilidad

La velocidad de una molécula en un gas uniforme en equilibrio es una variable aleatoria
con funcién de densidad f(v) = Av? e~ 5" v > 0, donde k, Ty m denotan la constante de

Boltzman la temperatura absoluta y la masa de la molécula, respectivamente. Ademaés,

A= 55 2kT

T

Determine el valor de A (en términos de B). Utilice el hecho de que / e Vdy =Y.
0

Sea V' : Velocidad de una molécula en un gas uniforme en equilibrio.
Luego Rx =|0, 00]. Por lo tanto, X es una variable aleatoria continua.

Como f es el producto de funciones no negativas: cuadratica y exponencial, entonces
f(v) >0, siempre que A > 0.

Para que f sea funcion probabilidad solo falta que / f(v)dv =1, esto es,
0

= / Av?e By = A/ —dy, para y> = Bv?
= —/ ye Vdy) . (%)

Integrando por partes y usando la indicacion, se obtiene que A = \%B 3.

.

J

La indicaciéon fue fundamental para calcular el valor de A. Ademads, escribir la integral en la

forma (x) fue clave para usar integracién por partes.

4.5. Ejercicios propuestos sobre variables aleatorias y

funcién probabilidad

Para que practique lo visto en este capitulo se presenta a continucaciéon una variedad de ejer-

cicios. En el Anexo C ubicado en la pagina 51 de este apuntes encontrara las respuestas.

Ejercicio 4.5.1: Calculo de probabilidades

Refiérase al Ejercicio de Autoevaluacion 3.4.8 y calcule la probabilidad de que:
a) el ultimo refrigerador defectuoso se encuentre en la cuarta prueba,

b) no mas de cuatro refrigeradores sea necesario probar para localizar los dos defec-
tuosos,

¢) el segundo refrigerador defectuoso sea encontrado en la tercera o cuarta prueba, si
el primer refrigerador defectuoso fue localizado en las dos primeras pruebas.

Ejercicio 4.5.2: Calculo de probabilidades

Considere el Ejemplo 3.2.5 y calcule la probabilidad de que un inversionista que:
a) no compra acciones tipo A, compre acciones tipo B,

b) no compra acciones tipo B, tampoco compre acciones tipo A.
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Ejercicio 4.5.3: Calculo de probabilidades

Refiérase al Ejercicio 3.3.1 y calcule la probabilidad de que:
a) falle solo uno de los subsistemas,

b) funcione el primer subsistema dado que falla el segundo.

Ejercicio 4.5.4: Calculo de probabilidades

Remitase al Ejercicio 3.3.6 y calcule la probabilidad de que una persona que tiene deuda
en:

a) financieras presente también deuda bancaria,

b) bancos no presente deuda en financieras.

Ejercicio 4.5.5: Calculo de probabilidades

Con base en el Ejercicio 3.3.7 calcule la probabilidad de que:
a) todos los mecanismos estén en la misma posicion,

b) dos mecanismos adyacentes no estén en la misma posicion,

¢) solo se usen dos posiciones y con la misma frecuencia.

Ejercicio 4.5.6: Calculo de probabilidades

Considerando el Ejercicio 3.3.8 calcule la probabilidad de que el sistema funcione con el
motor y ambas calderas.

Ejercicio 4.5.7: Calculo de probabilidades

Refiérase al Ejercicio 3.3.9 y calcule la probabilidad de que un estudiante prefiera:

a) las tres asignaturas, b) otras asignaturas,
¢) Algebra y Quimica, d) solo una de dichas asignaturas,
e) solo Célculo, f) al menos dos de tales asignaturas.

Ejercicio 4.5.8: Funcién probabilidad
EIl tiempo, en minutos, que tarda una reaccion quimica se puede modelar mediante la
funcién f(z) = Cz(2 —x), 0 <z < 2.

a) Calcule el valor de C' de modo que f sea una funcién probabilidad.

b) ;Qué probabilidad existe que una reaccion quimica dure mas 30 segundos?

¢) ¢Cudnto tiempo necesitaran las reacciones quimicas del 10 % mé&s prolongadas?
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Ejercicio 4.5.9: Funcién probabilidad

La concentracién diaria, en mg/103It, de cierto contaminante en un arroyo se rige por la
funcién f(z) = De”2, x> 0.

a) Determine el valor de D de modo que f sea una funcién probabilidad.

b) Se tiene informacién que habra un problema de contaminacién si la concentracion

excede los 6 mg/10%1t. ;Qué probabilidad hay que ocurra un problema de polucién
en un dia cualquiera?

Ejercicio 4.5.10: Funcion probabilidad

El niimero de muestras de aire que es necesario analizar hasta detectar una molécula rara
estd dado por f(z) = %, x=0,1,2,....
a) Obtenga el valor de E de modo que f sea una funcién probabilidad.

b) ;Qué probabilidad hay que se deba analizar mas de 1 muestra de aire para detectar
una molécula rara?

Ejercicio 4.5.11: Funcién probabilidad

La duracion, en miles de horas, de un motor eléctrico ha sido modelado por la funcion
f(z) = Fz(1 —z), 0 <z < 1. Suponga que el costo de reparacién por cada unidad que
falla es de: $5000 si el motor dura menos de 300 horas; $15000 si dura més de 550 horas
v $10000 en otro caso.

a) Determine el valor de F' de modo que f sea una funcién probabilidad.

b) Si se eligen al azar cuatro motores que han fallado, calcule la probabilidad que al
menos tres de ellos tengan un costo de reparacién de $15000.

Ejercicio 4.5.12: Funcion probabilidad

En una zona rural, de forma empirica se ha detectado que el niimero de cortes de energia

eléctrica se puede modelar por f(x) = 2%, r=0,1,2,....

a) Obtenga el valor de G de modo que f sea una funcién probabilidad.

b) Calcule la probabilidad que haya mas de un corte de energia eléctrica.

Ejercicio 4.5.13: Funcion probabilidad

En un determinado lugar, el nimero de metales que hay por kilometro cuadrado esta

dadoporf(a:)zH(lL_Le)x, xr=20,1,2,..., 6 >0.

a) Determine el valor de H de modo que f sea una funcién probabilidad.

b) Calcule la probabilidad que hayan por lo menos 5 metales por kilémetro cuadrado.
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Ejercicio 4.5.14: Funcién probabilidad
Suponga que la duracién, en anos, de un equipo eléctrico se ajusta al modelo dado por
laley f(x) = 4xe™'* x> 0.

a) Calcule el valor de J de modo que f sea una funcién probabilidad.

b) Calcule la probabilidad que el equipo eléctrico no tenga que ser reemplazado durante
los dos primeros meses de servicio.

4.6. Ejercicios de autoevaluacién sobre variables aleato-
rias y funciéon probabilidad

Para medir su nivel de conocimiento de este tercer capitulo dispone de un set de ejercicios.
Al responder correctamente al menos al 75% de los ejercicios que siguen (contestar 6 o méas
ejercicios correctamente), habra culminado con éxito este apuntes, de no ser asi se sugiere
repasar este capitulo. En el Anexo C, que esta en la pagina 52 de este apuntes, encuentra las
respuestas de estos ejercicios de autoevaluacion.

Remitase al Ejercicio 3.3.12 y calcule la probabilidad de que un pedido:

a) se rechace, b) sea bueno,
¢) aceptado sea de buena calidad, d) malo se acepte,
e) se rechace si es de mala calidad, f) sea malo si es rechazado.

Autoevaluacion 4.6.2: Calculo de probabilidades

Con base en el Ejercicio 3.3.10 calcule la probabilidad de que una lata elegida al azar
a) tenga solo exceso de azicar,
b) tenga magulladuras si presentaba falta de liquido,

¢) no tenga exceso de azicar dado que presenta magulladuras.

Basandose en el Ejemplo 3.2.1 y suponiendo que se extraen cinco muestras de hormigon,
calcule la probabilidad de que:

a) por lo menos una muestra no cumpla con los estandares de calidad,

b) la altima muestra no cumpla con los estandares de calidad dado que las anteriores
cumplian.

Autoevaluacion 4.6.4: Calculo de probabilidades

Considere que S es la suma del nimero N de dados lanzados, donde P(N = n) = 5.
Calcule P(N =2|S = 3).
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Autoevaluacion 4.6.5: Funcién probabilidad

Cierta aleacion se forma al combinar la mezcla fundida de dos metales. La aleacién que
resulta contiene cierto porcentaje de plomo que se puede modelar mediante la funcion
f(z) = ax (100 — z), para 0 < x < 100, siendo 0 en otro caso.

a) Determine el valor de o de modo que f sea una funcién probabilidad.

b) Calcule la probabilidad de que la mezcla tenga menos del 25 % de plomo o mas del
75 %.

Autoevaluacion 4.6.6: Funcién probabilidad

La demanda diaria de cierto produto se puede modelar por f(z) = 3%, 2 =10,1,2,3,...

z!)

a) Determine el valor de 5 de modo que f sea una funcién probabilidad.

b) Calcule la probabilidad de que la demanda diaria sea positiva.

Autoevaluacion 4.6.7: Funcién probabilidad

Suponga que un experimento se continia hasta que un suceso particular A ocurre por
r—ésima vez, donde, en cada repeticiéon P(A) = p. Si X representa el mimero de repeti-
ciones necesarias a fin de que A ocurra r veces, entonces la probabilidad que el suceso A
ocurra en la x—ésima repeticion esta dada por f(x) = (fj)pr(l —p)* " x=rr+1,.. ..
Si el 80% de los lanzamientos de un basquebolista son exitosos y ensaya hasta lograr
acertar 3 veces.

a) ;Cudl es la probabilidad de que sean necesarios por lo menos 6 intentos?,

b) ;Cuantos intentos, como minimo, debe hacer para que su probabilidad supere el
99.9 %7

Autoevaluacion 4.6.8: Funcién probabilidad

La distribucion de la altura de una onda esta dada por f(z) = 4.’176_%(%)2, x> 0.
a) Calcule el valor de 3 de modo que f sea una funcién probabilidad.

b) ;Cudnta altura tendran las ondas del 10 % maés altas?




CAPITULO 5

ANEXO A

5.1. Respuestas a los ejercicios propuestos en el capitulo
2

Identificacién y clasificacién de la variable del Ejercicio 2.3.1

Identificaciéon

N : Numero de contenedores con fruta fresca que transportan los barcos.

Clasificacién: Variable cuantitativa discreta.

Identificacién y clasificacién de la variable del Ejercicio 2.3.2

Identificacion

E : Nivel educativo de las personas que postulan a un trabajo.

Clasificacién: Variable cualitativa ordinal.

Identificacién y clasificacién de la variable del Ejercicio 2.3.3

Identificacién
N : Numero de quejas diarias recibidas por el exceso de liquido en las latas de conserva.

Clasificacién: Variable cuantitativa discreta.

Identificacién y clasificacién de la variable del Ejercicio 2.3.4

Identificacion

D : Diagnéstico de los enfermos con hemorragia digestiva alta atendidos en un hospital.

Clasificacién: Variable cualitativa nominal.
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Identificacién y clasificacién de la variable del Ejercicio 2.3.5

Identificacién

C : Condiciéon del pavimento de las carreteras del pais en estudio solicitado por el MOP.

Clasificacién: Variable cualitativa ordinal.

Identificacién y clasificacién de la variable del Ejercicio 2.3.6

Identificacion

R : Resistencia (en ft-1b/in) al impacto Izod sobre las muestras de tuberia PVC.

Clasificacién: Variable cuantitativa continua.

Identificacién y clasificacién de la variable del Ejercicio 2.3.7

Identificacion

P : Preferencia sobre ir a huelga votado por los colaboradores de una industria pesquera.

Clasificacién: Variable cualitativa nominal.

Identificacion

Clasificacién: Variable cuantitativa discreta.

Identificacién y clasificacién de la variable del Ejercicio 2.3.8

Identificacion

I : Intensidad solar directa (en watts/m?) medida en una localidad cercana a una gran
ciudad.

Clasificacién: Variable cuantitativa continua.

Identificacion y clasificacién de la variable del Ejercicio 2.3.9

C': Contaminacién por plomo (en ppm) realizadas por méquinas de petréleo en una obra
ingenieril.

Identificacién y clasificacién de la variable del Ejercicio 2.3.10

Identificacion

D : Didmetro (en mm) del agujero taladrado por una herramienta.

Clasificaciéon: Variable cuantitativa continua.
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Identificacién y clasificacién de las variables del Ejercicio 2.3.11

Identificacién

FE : Evaluacién de los disenios preliminares de los productos de una determinada industria.

Clasificacién: Variable cualitativa nominal.

Identificaciéon

G : Grado de éxito logrado por los productos de una determinada industria.

Clasificacién: Variable cualitativa ordinal.

Identificacién y clasificacién de la variable del Ejercicio 2.3.12

Identificacion

T : Tipo de lenguaje en el que preferian trabajar los informéaticos encuestados.

Clasificacién: Variable cualitativa nominal.

5.2. Respuestas a los ejercicios de autoevaluacion del ca-
pitulo 2

Identificaciéon y clasificacion de la variable del ejercicio de Autoevaluacién

24.1

Identificacién
T : Tiempo de ruptura (en minutos) de un fluido aislante entre electrodos a 34 kV.

Clasificacién: Variable cuantitativa continua.

Identificaciéon y clasificaciéon de las variables del ejercicio de Autoevaluacion

2.4.2

Identificacién

C' : Calificacion de la grabacion del disco duro.

Clasificacién: Variable cualitativa nominal.

Identificaciéon

N : Nivel de la velocidad a la que se graba un disco duro.

Clasificacién: Variable cualitativa ordinal.

Identificaciéon y clasificacion de la variable del ejercicio de Autoevaluacién

2.4.3

Identificacion

N : Numero de postulantes entrevistados diariamente para un puesto de analista de
sistemas.

Clasificaciéon: Variable cuantitativa discreta.
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Identificaciéon y clasificacién de la variable del ejercicio de Autoevaluacion

244

Identificacion

N : Numero de reservas realizadas en alguna aerolinea.

Clasificacién: Variable cualitativa nominal.

Identificaciéon y clasificacion de la variable del ejercicio de Autoevaluaciéon

2.4.5

Identificaciéon

C : Cargo asignado a los funcionarios de los colegios publicos y subvencionados.

Clasificacién: Variable cualitativa ordinal.

Identificaciéon y clasificacion de la variable del ejercicio de Autoevaluacion

2.4.6

Identificacion

T : Tipo de defectos estructurales en las construcciones tras el sismo ocurrido.

Clasificacién: Variable cualitativa nominal.

Identificaciéon y clasificacion de la variable del ejercicio de Autoevaluacién

2.4.7

Identificacion

N : Nivel de acido graso poliinsaturado (en porcentaje) de un tipo de margarina dietética.

Clasificacién: Variable cuantitativa continua.

Identificaciéon y clasificacion de la variable del ejercicio de Autoevaluacion

2.4.8

Identificacion

T : Tipo de generacién encontrada por la investigacion realizada por demégrafos.

Clasificacién: Variable cualitativa ordinal.




CAPITULO 6

ANEXO B

6.1. Respuestas a los ejercicios propuestos en el capitulo
3

Caracterizacion de los eventos involucrados en el Ejercicio 3.3.1

Q) : “Ambos subsistemas funcionan o al menos falla uno de los dos subsistemas”.

F; : “Falla el subsistema 2”7, ¢ = 1, 2.

Caracterizacion de los eventos involucrados en el Ejercicio 3.3.2

Q) : “Cuaternas de valvulas elegidas en que cada una puede o no ser defectuosa”.

Vj : “j — ésima valvula elegida es defectuosa”, k = 1,2, 3, 4.

Caracterizacion de los eventos involucrados en el Ejercicio 3.3.3

Q= {z / x es un articulo fabricado por una de las tres maquinas}.
A; = {x € Q / z es fabricado por la maquina M;}, donde i = 1,2, 3.

D = {z € Q / z es un articulo defectuoso}.

Caracterizacion de los eventos involucrados en el Ejercicio 3.3.4

Q) : “Aumentan o no las inversiones de capital el siguiente ano”.
A : “Aumenta el precio del acero estructural el siguiente ano”.

I : “Aumentan las inversiones de capital el siguiente ano”
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Caracterizacion de los eventos involucrados en el Ejercicio 3.3.5

= {x / z es un pasajero que usa uno de los tres tipos de aerolineas}.
V., = {x € Q / x usa aviones del tipo a}, donde a = Comercial, Importante, Privado.

N = {x € Q / x viaja por negocios}.

Caracterizacion de los eventos involucrados en el Ejercicio 3.3.6

Q) = {x / z es una de las personas consultadas por su endeudamiento}.

D, = {x € Q / x tenfa deudas en la entidad e}, donde e = Banco, Financiera.

Caracterizacion de los eventos involucrados en el Ejercicio 3.3.7

Q : “Octetos de mecanismos donde cada uno puede ponerse sélo en una de 4 posiciones”.

M;; : “Mecanismo ¢ estd puesto en la posicion j7, donde i =1,...,8, 7 =1,...,4.

Caracterizacion de los eventos involucrados en el Ejercicio 3.3.8

Q) : “Funciona o no el sistema de propulsién formado por un motor y dos calderas”.

M : “Funciona el motor” C; : “Funciona la caldera 7”7, 1 = 1, 2.
M 1 b )

Caracterizacion de los eventos involucrados en el Ejercicio 3.3.9

) = {z / z es un estudiante de Ingenierfa consultado por sus preferencias de asignaturas}.

A, = {z € Q / z preferia la asignatura a}, donde a = Algebra, Célculo, Quimica.

Caracterizacion de los eventos involucrados en el Ejercicio 3.3.10

) ={x / x es una lata de cerezas al jugo a la que se le realiz6 control de calidad}.

L.={z € Q / x tenia la caracteristica c},

donde ¢ = Exceso de aztucar, Falta liquido, Magulladuras.

Caracterizacion de los eventos involucrados en el Ejercicio 3.3.11

2 = {x / = es un habitante de la poblacién que presenta ciertas caracteristicas}.

A, = {x € Q / x presenta la caracteristica c},

donde ¢ = Obesa, Hipertensa, Sangre tipo A, Adulto.

Caracterizacion de los eventos involucrados en el Ejercicio 3.3.12

Q= {z / z es un lote de mercancia que llega}.
A={x€Q / zesaceptado},
L.={z €Q / z es de la calidad c}, donde ¢ = buena, mala.
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Caracterizacion de los eventos involucrados en el Ejercicio 3.3.13

Q = {(z1,x2,23) / ; = Adenina, Citosina, Guanina, Uracilo,i = 1,2, 3}.
D : “Ternas de nucleétidos que tienen al menos dos nucleétidos idénticos”.

C : “Ternas de nucledtidos que terminan en Guanina y no se repiten”.

Caracterizacion de los eventos involucrados en el Ejercicio 3.3.14

Q) : “Falla o funciona uno cualquiera de los 6 interruptores en serie”.

I} : “k — ésimo interruptor falla”, k =1,...,6.

Caracterizacion de los eventos involucrados en el Ejercicio 3.3.15

I

Q) : “Quintetos de dados en que al menos uno de los dados no esta defectuoso”.

C : “Al menos dos dados extraidos estan defectuosos”.

Caracterizacion de los eventos involucrados en el Ejercicio 3.3.16

Q) . “Septetos de bits donde cada bit puede ser cero o uno”.

B; : “1 — ésimo bit es uno”, 1 =1,...,7.

6.2. Respuestas a los ejercicios de autoevaluacién del ca-
pitulo 3

Caracterizacion de los eventos del ejercicio de Autoevaluaciéon 3.4.1

1= {z / = es una mosca de la fruta de la poblacién estudiada}.

M,, = {x € Q / z tenfa mutacién de m}, donde m = Ala, Ojo.

Caracterizacién de los eventos del ejercicio de Autoevaluacion 3.4.2

Q) ={x / x es uno de los funcionarios que trabaja en la empresa}.
R = {x € Q / x participa en un plan de reparto de utilidades de la compania}.

M = {x € Q / z tiene una cobertura de gastos médicos mayores}.

Caracterizacion de los eventos del ejercicio de Autoevaluacion 3.4.3

Q) : “Departamentos Productos Marinos y Equipos de Oficina tienen o no margen de
utilidad en este ano fiscal”.

D, : “Departamento d tiene margen de utilidad en este ano fiscal”,
donde d = Productos Marinos, Equipos de Oficina.
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Caracterizacion de los eventos del ejercicio de Autoevaluaciéon 3.4.4

Q) : “Docenas de posiciones en serie en las que se colocan cuatro chips distintos”.
C;j + “El i — ésimo chip estd puesto en la j — ésima posicion”, i =1,...,4,j=1,...,12.

A : “Los cuatro chips estan puestos consecutivamente”.

Caracterizacién de los eventos del ejercicio de Autoevaluaciéon 3.4.5

Q) : “Ternas de fusibles elegidos donde cada uno de los fusibles puede o no ser defectuoso”.

F; : “4 — ésimo fusible elegido es defectuoso”, i = 1,2, 3.

Caracterizacion de los eventos del ejercicio de Autoevaluacién 3.4.6

Q) : “Los interruptores cortan o no el flujo cuando deben”.

I; : “El interruptor ¢ trabaja cuando debe”, i = 1, 2.

\.

Caracterizacion de los eventos del ejercicio de Autoevaluacion 3.4.7

) : “La formacion geoldgica es de tipo I o tipo I1”.

D : “Descubrir petréleo”,  Fj, : “La formacion geologica es de tipo k7, k= 1,11.

Caracterizacion de los eventos del ejercicio de Autoevaluacion 3.4.8

Q) : “Cuaternas de refrigeradores probados en que a lo més dos pueden estar defectuosos”.

D : “FEl segundo refrigerador defectuoso se encuentra en la cuarta prueba’.




CAPITULO 7

ANEXO C

7.1. Respuestas a los ejercicios propuestos en el capitulo

Calculo de las probabilidades asociadas al Ejercicio 4.5.1

Calculo de la probabilidad asociada al Ejercicio 4.5.6

0.15
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Calculo de las probabilidades asociadas al Ejercicio 4.5.7

3
a) 6, b) 170110(01(&897)

Funcion probabilidad asociada al Ejercicio 4.5.12

a) 2, b) %e‘é.

7.2. Respuestas a los ejercicios de autoevaluacion del ca-

pitulo 4
Calculo de las probabilidades del ejercicio de Autoevaluaciéon 4.6.1
a) 0.06, b) 0.95, c) 81,
d) 0.18, e) 0.82, )&

a) 0.01, b) 2, b) 2.
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Calculo de las probabilidades del ejercicio de Autoevaluacion 4.6.3

a) 5, b)

Hl“

1

7

Calculo de probabilidad del ejercicio de Autoevaluaciéon 4.6.4

24
169

Funcion probabilidad del ejercicio de Autoevaluacién 4.6.5

3 5,
a) 500000 b) 16"

a) 3, b) 1/0.51n(10).




CAPITULO 8

BIBLIOGRAFIA

Canavos, G. C. (1995). Probabilidad y Estadistica. Aplicaciones y Métodos. Mc Graw-Hill.

Levine, D. M., Krehbiel, T. C. y Berenson, M. L. (2006). Estadistica para Administracion.
Meéxico: Pearson Educacion.

Meyer, P. (1992). Probabilidad y aplicaciones estadisticas. Argentina: Addison-Wesley
Iberoamericana.

Montgomery, D.C. (2012). Probabilidad y Estadistica Aplicadas a la Ingenieria. México:
Limusa Wiley.

Mason, R. D. y Lind, D. A. (1995). Estadistica para Administracion y Economia. México:
Alfaomega, S. A. de C. V.

Walpole, R. (2012). Probabilidad y estadistica para ingenieria y ciencias. México: Pearson
Educacion.

54



	PORTADA
	ÍNDICE GENERAL
	CAPÍTULO 1
	INTRODUCCIÓN
	CAPÍTULO 2
	CLASIFICACIÓN DE LAS VARIABLES
	2.1. Definición de variable y sus clasificaciones
	2.2. Ejercicios resueltos sobre identificar y clasificar variables
	2.3. Ejercicios propuestos sobre identificar y clasificarvariables
	2.4. EJERCICIOS AUTOEVALUACIÓN: IDENTIFICAR Y CLASIFICAR VARIABLES 11

	CAPÍTULO 3
	ESPACIO MUESTRAL Y EVENTOS
	3.1. Definición de espacio muestral y evento
	3.2. Ejercicios resueltos sobre caracterizar eventos
	3.3. Ejercicios propuestos sobre caracterizar eventos
	3.4. Ejercicios de autoevaluación sobre caracterizar eventos

	CAPÍTULO 4
	VARIABLES ALEATORIAS
	4.1. El concepto de variable aleatoria
	4.2. Probabilidades
	4.2.1. Probabilidad condicional
	4.2.2. Independencia de eventos
	4.2.3. Teorema de Bayes

	4.3. Variables aleatorias discretas y continuas
	4.4. Ejercicios resueltos sobre variables aleatorias y funciónprobabilidad
	4.5. Ejercicios propuestos sobre variables aleatorias yfunción probabilidad
	4.6. Ejercicios de autoevaluación sobre variables aleatoriasy función probabilidad

	CAPÍTULO 5
	ANEXO A
	5.1. Respuestas a los ejercicios propuestos en el capítulo2
	5.2. Respuestas a los ejercicios de autoevaluación del capítulo2

	CAPÍTULO 6
	ANEXO B
	6.1. Respuestas a los ejercicios propuestos en el capítulo3
	6.2. Respuestas a los ejercicios de autoevaluación del capítulo3

	CAPÍTULO 7
	ANEXO C
	7.1. Respuestas a los ejercicios propuestos en el capítulo4
	7.2. Respuestas a los ejercicios de autoevaluación del capítulo4

	CAPÍTULO 8
	BIBLIOGRAFÍA



