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Capitulo 1

PRELIMINARES

Las matemaéticas junto con sus propiedades mas basicas, son una verdad que
muchos no cuestionan y suele ser para la mayoria de las personas, una amalgama
de nimeros y simbolos extranos.

A pesar de su complejidad, esta area del conocimiento es considerada un
lenguaje, el que bien utilizado, ha servido para describir y predecir fenémenos
que poseen intricados dinamismos en el espacio, como lo son los movimientos
de los planetas, los movimientos de las masas de viento sobre la esfera terrestre
o predecir comportamientos de grupos de poblacién, dinamica de la economia
mundial, etcétera.

El presente anteproyecto de tesis, hard un breve analisis de los Axiomas
Matematicos y sus consecuencias, ellos son los pilares sobre los que se funda-
menta esta ciencia. Esto es, revisaremos aquellas verdades mateméticas que la
gran mayoria de las personas han aceptado sin cuestionar, verdades que son
afirmaciones relativamente claras y que por ende, no tienen demostracion.

Este anteproyecto tendra una descripcién en cuatro partes, tres de las cuales
fueron extraidas del texto de profesor Rail Bravo Flores “Fundamentos de los
Sistemas Numéricos” y de profesor Mohan Kumar en su texto “Construction of
Number Systems”.

Una primera parte contendrd una breve resena histérica, una segunda par-
te, describira la construccién de los ntiimeros Naturales, para luego describir la
construccién de los numeros Enteros y finalizar con la descripcion de la cons-
truccién de los numeros Racionales.

1.1. FORMULACION DEL PROBLEMA.

El libro “Fundamento de los Sistemas Numéricos” del profesor Raal Bravo
Torres es un texto que fue impreso en el ano 1971, el cual fue elaborado con una
matematica avanzada e intrincada. Se desea entonces hacer una revisién y una
actualizacion de los contenidos y explicaciones aparecidas en el tomo.
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Al mismo tiempo se quiere abordar el problema de la ensenanza universitaria
en lo que concierne a la introduccién a los nimeros reales.

Muchos autores de libros mateméticos no explicitan claramente el problema
que implica fundamentar los sistemas numéricos, ello predispone a los estu-
diantes a aceptar principios matematicos sin demostraciones, dejando con un
sentimiento de vacio e insatisfaccion a los estudiantes. Pensamos que el estu-
dio de las formas en que se construyen y fundamentan los sistemas numéricos
pueden ayudar al universitario a enfrentarse con otras formas de pensamiento
matematico, donde el raciocinio y la abstraccién pura se manifiestan en mayor
grado.

Entonces en la presente actividad de titulacion se estudiaré, analizara, revi-
sard y reescribiran las principales demostraciones aparecidas en el texto de Raul
Bravo, demostraciones que incluyen nociones de teoria de conjuntos, induccién
matematica, ademdas de abordar el concepto de estructuras algebraicas, entre
otros. Estos resultados clasicos adaptados seran de utilidad para los primeros
cursos universitarios de matematica, ingenieria, pedagogia, o alguna otra carre-
ra que desee profundizar en el tema.

1.2. OBJETIVOS.
1.2.1. OBJETIVOS GENERALES

Analizar y definir una nueva descripciéon que abordard la construccion y
fundamentacién de los sistemas numéricos, especificamente el de los ntimeros
naturales, los enteros y los racionales.

1.2.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS.

» Analizar los axiomas de Peano

= Investigar y profundizar la teoria de conjuntos, logica de relaciones, leyes
de composicién interna y estructuras algebraicas.

= Examinar y estudiar la construccién de los niimeros enteros en base a las
relaciones de equivalencia.

= Estudiar la construccion de los nimeros racionales como conjunto de cla-
ses de equivalencia

1.3. ANTECEDENTES HISTORICOS.

Desde tiempos muy remotos, el ser humano ha tenido la necesidad de contar
tanto objetos inertes como seres vivos. De esta forma, dentro su cotidianeidad y
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rodeado en muchas ocasiones de grandes cantidades de cosas que contar, surgioé
la necesidad de representar estos nimeros por medios de distintos simbolos.

La diversidad cultural existente entre los pueblos de este mundo, hizo que
cada civilizaciéon concibiera sistemas de numeraciéon y simbolos distintos para
cada cantidad, los que fueron cambiando a lo largo de la historia, perpetuandose
algunos y perdiéndose otros. (Maria Macias, 2010).

Pero no fue hasta pasado el siglo XVIII, que se comenzé la inquietud para
hacer una construccion de los sistemas numéricos.

El Analisis Matematico dio grandes pasos a mediados del siglo XIX y la
teoria de funciones tuvo una rapida expansion con su aritmetizaciéon rigurosa,
que va de Bolzano a Weierstrass. Todo ello resulté en un nuevo algebra, que ya
habia cambiado a finales del siglo XIX.

Consecuencia de esta gran transformacion, existieron innumerables intentos
de fundamentar el algebra sobre bases solidas. En esos tiempos ya los nimeros
complejos se definian sobre la base de los numeros reales, los que a su vez se
definian en términos de nimeros racionales y estos sobre los nimeros enteros.
El problema es que varios matemaéticos (entre ellos F. L. G. Frege) se sentian
insatisfechos con la definicion de los ntimeros enteros pues estos estaban sobre
bases que consideraban imprecisas. (Boyer, 1969).

Ante esta inquietud, Giuseppe Peano (Matematico italiano 1858 — 1932)
desarrollé un lenguaje formalizado el cual nos dejé a través de su légica mate-
matica una de las mayores contribuciones sobre las que se han apoyado muchas
construcciones rigurosas del algebra y del analisis. (Boyer, 1969).

De esta forma a comienzos del silgo XX, se logré concebir la fundamentaciéon
logica- matemaética de los ntimeros naturales N, los enteros Z , los racionales Q
y los reales R . Para ello se utilizaron aportes de autores (no menos importan-
tes) como Cantor, Cauchy, Gauss, Euler, Kronecker y Dedekind. Este esfuerzo
en conjunto fue determinante a la hora de realizar este trabajo de construccion
definitiva de la “Aritmética Elemental”. (Maria Macias, 2010) En la mayor parte
de las ciencias una generacién derriba lo que otra habia construido, y lo que uno
parecia haber demostrado firmemente otro lo deshace. S6lo en la matemaética
cada generaciéon construye un nuevo piso sobre la vieja estructura. (Hermann
Hankel ,1839-1873).

De esta forma la matemética muchas veces se la ha comparado con un &r-
bol, que crece en una estructura que se ramifica hacia arriba y que a la vez se
extiende hacia el suelo. Asi, vemos como sus raices se adentran cada vez mas en
las profundidades del pensamiento humano y en resolucién de problemas cada
vez mas delicados.

Mientras que las ramas con sus hojas serian las distintas facetas de las mate-
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maticas, que presentandose a simple vista, son caminos que nos conducen hacia
aquellas raices que nos permiten esclarecer, mediante elegancia matematica, las
soluciones mas recéonditas.

1.4. MARCO TEORICO.

Como se mencioné anteriormente, no fue hasta el siglo XIX en el que la rigu-
rosidad matematica impulsé la creaciéon de un sistema de axiomas que pudiera
explicar de manera logica el fundamento de todo el sistema numérico sobre el
cual se basan la matematicas. Dicho de otra forma, que todo el cuerpo tradicio-
nal de las matemaéticas puras pudieran ser construidas rigurosamente empezando
por la teoria de los ntimeros naturales (Dasgupta, 2014).

Es sabido que en existen desarrollos bastante cuidadosos que prueban mu-
chas de las proposiciones y teoremas en matematicas. Por ejemplo el teorema
de aproximaciéon de Weierstrass. Ellas nos sirven como herramientas para ex-
presar resultados que sabemos que son ciertos. Sin embargo estos teoremas que
tomamos por ciertos deben ser probados como tal en algin punto. Esas afirma-
ciones, por supuesto estan basadas sobre otras afirmaciones verdaderas. Asi, si
continuamos yendo hacia atrés en esas pruebas matematicas, llegaremos a un
punto en el que nos daremos cuenta que existen un conjunto inicial de afirmacio-
nes verdaderas que no pueden ser probadas. Esas afirmaciones se conocen como
axiomas, ellas son el punto de partida de toda la teoria matematica. (Pelayo,
2010).

Hermann Grassmann, fue uno de los pioneros al mostrar en 1860, que mu-
chos elementos de la aritmética se derivaban de elementos aiin mas basicos, en
1881, Charles Sanders Peirce entregd una axiomatizacion de la aritmética de los
numeros naturales y en 1888, Richard Dedekind propuso otra axiomatizacién
de la aritmética de este conjunto numeérico.

Asi en 1889, Peano publico una versién més precisa que reformulaba este con-
junto de propuestas como una coleccién de axiomas en su libro “Arithmetices
principia, nova methodo expdsita’. De este modo los principios de la aritmética
fueron presentados con un Nuevo método. (Shields, 1997).

Dedekind con sus trabajos profundos y Peano con su desarrollo axiomatico
bastante moderno y claro, nos mostraba como la teoria entera de los niimeros
naturales podia derivarse de unos cuantos axiomas basicos y nociones primitivas
(Pelayo, 2010).

La teoria resultante se conoce como hoy como Aritmética de Peano. Se ex-
plicaran a continuaciéon desarrollos de la aritmética de Peano tratando las pro-
piedades de los nimeros naturales.
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Asumiremos en esta seccién que solamente las nociones y axiomas de Dedekind-
Peano estan dadas y que ningan otro tipo de nimero o su propiedades son co-
nocidas.

Todas las nociones familiares como adicion, seran explicadas formalmente y
sus propiedades se derivaran de esos axiomas. Diversos autores plantean defini-
ciones desde diferentes puntos de 7 vista de los axiomas de Peano. Estos autores
revisados son:

= Rail Bravo Flores, profesor de Matematicas de la Universidad de Chile

= N. Mohan Kumar, profesor de Mateméticas y Director de Estudios Gra-
duados. Universidad de Washington en San Luis USA.

Estos axiomas nos ayudaran a entender la manera en que se construyen estos
sistemas numeéricos.

Durante el desarrollo de nuestra tesis se deseara obtener una formulacion
rigurosa para un conjunto que tenga suma y producto “manejable” y que se
verifique el principio de inducciéon. La construcciéon que se hara de los nimeros
naturales no se hard mediante teoremas o de conceptos primitivos anteriores,
como lo son las definiciones de conjunto, sino que se definird mediante un siste-
ma de axiomas.

1.5. NUMEROS NATURALES.

Asi el trabajo de Peano postula la existencia de un conjunto N no vacio. Se
define entonces N como un conjunto con las siguientes propiedades.

(1) N tiene un elemento distintivo, al que llamaremos “1”

(2) Existe una funcion s tal que s : N — N . Esto quiere decir que cada nimero
natural “ n 7 tiene un dnico sucesor (n) el que también es un namero
natural.

(3) o es uno a uno (inyectiva).

(4) No existe un elemento n € N tal que o(n) = 1. (1 no es sucesor de ningun
namero natural)

(5) (Principio de induccién) Sea M C N tal que
a) le M

b) Sin € M , luego s(n) € N. Entonces M = N .(Kumar, 2012)
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De estos axiomas se derivan una serie de teoremas que irdn permitiendo de la
construccién del conjunto N asi como sus operaciones aritméticas.

Para entender mas acerca de los elementos matemaéticos que usaremos en el
desarrollo de nuestra tesis, hablaremos previamente de los siguientes conceptos
utiles.

1.6. NUMEROS ENTEROS.

Para definir los ntimeros enteros necesitamos los conceptos de relacion de
equivalencia.

DEFINICION 1: Una relacion de equivalencia en el conjunto X = ¢es una
relacion ~ C X x X que satisface:

1. ~ es refleja. Esto es Va € X tenemos (a.a) € X.
2. ~ es simétrica. Esto es si (a,b) € X entonces (b,a) € X.
3. ~ es transitiva. Esto es si (a,b) € X y (b,¢) € X entonces (a,c) € X.

Daremos un ejemplo no trivial de relacién de equivalencia.

En X = N x N definimos la relacién.

(a,b) ~ (c,d) ©a+d=b+c

Problemos que la relacién ~ asi definida es una relacién de equivalencia.

1. Refleja. Se cumple que V (a,b) € X que (a,b) ~ (a,b) yaque a+b=b+a

2. Simétrica. Si (a,b) ~ (¢, d) entonces a +d = b+c o lo que es lo mismo que
c+d=>b+a, luego (c,d) ~ (a,b).

3. Transitiva. Suponemos que (a,b) ~ (¢,d) y que (¢,d) ~ (e, f).

a+d = b+c y c+ f = d+e luego,
a+d = b+c /+f tenemos,
(a+d)+f = (b+c)+f = a+(d+f) =
b+ (c+f) = b+(d+e) = (b+e)+d concluimos
(a+d)+f = a+d+f = (a+f)+d = (b+e)+d esto es,
a+ f =b+e

Lo que implica que (a,b) ~ (e, f).

Estos resultados son parte del engranaje mateméatico que nos permitiran de-
mostrar la construccién logica de los tres sistemas numéricos que trataremos en
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nuestra tesis N, Z, Q.

Una vez construidos y definidos los nimeros naturales, comenzard a esta-
blecerse un nuevo conjunto Z , llamado el conjunto de los nimeros enteros. Asi
los ntimeros naturales los usaremos como apoyo para “contar” y comparar otros
conjuntos, ya que la relaciéon de orden definida enN permite en cierta forma
medir el “tamano” de un conjunto.

Sin embargo N adolece de ciertos defectos. Por ejemplo m +n # m Vn € N
. Se tiene entonces que no hay un elemento neutro para la suma, menos pensar
en inversos aditivos.

Ambas fallas se corrigen creando un nuevo conjunto con estructura algebraica
que “extiende” la estructura de N en el sentido que el nuevo conjunto Z contiene
a N y a su estructura algebraica en un sentido que se explicard més adelante en
la elaboracion de nuestra tesis.

\
De este modo, el punto de partida sera el conjunto S = N x N, producto
cartesiano de N por N | en el que se define la siguiente relaciéon.

(i) (a,b) ~(c,d) e a+d=b+c

Como es usual, anotaremos a un elemento de S como un par ordenado de ni-
meros naturales.

Obsérvese que esta es una relaciéon de equivalencia en .S, dicho de otro modo
N x N es un conjunto de clases de equivalencia, y le llamaremos conjunto de los
nameros enteros.

De esta forma definimos una nueva notacion que es la siguiente. S = Z para
NxN

Que es lo mismo decir que de ahora en adelante Zel conjunto de clases equi-
valentes bajo la relacion (i)

Para construir una estructura algebraica se definira la operacion de adiciéon
en Z como sigue:

[a,b] & [e,d] = [a+ c¢,b+d]
[a,b] ® [c,d] = Jac+ bd,ad+ b

Se observa que esta afirmacion adolece de un defecto potencial, que consiste
en definir operaciones entre clases mediante operaciones con ciertos elementos
particulares de clase (representantes). Debemos asegurarnos que las operaciones
@ y ® deben estar bien definidas.

Se supone que la operacién de la suma debe ser una funcién que va desde
7 X 7 — 7. , dando dos ntimeros enteros, pues al realizar esta suma deberemos
obtener un entero bien definido. (Kumar, 2012)
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En nuestra tesis probaremos que las operaciones @ y ® se encuentran bien
definidas en Z. Demostraremos que los resultados seran independientes de los
representantes que se elijan para los elementos de Z y que participan en las
operaciones.

1.7. NUMEROS RACIONALES.

Con los enteros se resuelve el problema de encontrar una solucién para la
ecuacion x +a = b . Sin embargo atin no tenemos una solucién para la ecuaciéon
cx +a = b, con lo cual el problema de escribir operaciones con fracciones de
una unidad no estd a nuestro alcance. Para ello es necesario definir los nime-
ros racionales, de tal manera que incluyan a los enteros y respete su estructura
algebraica y de orden. La idea en este capitulo serd la misma realizar una cons-
truccion de un nuevo conjunto numérico a partir de un conjunto QQ = Z x Z* ,
donde Z* = Z — {0} es el conjunto de los enteros no nulos. (Bravo, 1971).

El conjunto Z x Z* se define de la siguiente relacion.

(a,b) ~ (¢,d) & ad = be

De esta forma la relaciéon ~ en Z x Z* es una relacion de equivalencia en @)
. A esta se le llamara nimeros racionales y se denotara con Q .

Se deberda comprobar si la suma como la multimplicacién de racionales estan
bien definidas y cumplen con todas las propiedades estandar.

Veremos que tenemos una funcién uno a uno, pues f : Z — Q dado por
F(a) = [(a,1)] y luego £ : (a+b) = f(a) & f(b) y f(ab) = f(a) @ F(b). (Kumar,
2012).

Usando f , podemos identificar de manera usual a Z como un subconjunto
de Q . En este nuevo conjunto tenemos una nueva operacion, la division, que es

a
usualmente anotada como — para a,b € Q y b # 0. (Kumar, 2012)

Los diversos teoremas derivados de estar afirmaciones asi como de sus de-
mostraciones se profundizaran en cada capitulo a continuacién, para caer en
la cuenta de que tanto N,Q y Z en realidad, son conjuntos que cumplen con
todas las propiedades de estructuras algebraicas y poseen operaciones de suma
y multiplicacién bien definidas.
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REFLEXIONES ACERCA
DE LOS NUMEROS
NATURALES

2.1. Reflexiones del pensamiento numeérico pri-
mitivo.

Hagamos la construccién desde la psicologia del pensamiento primitivo.

Una etapa humana se vivié en las cavernas, estas personas deseaban contar
cosas, y la primera herramienta que usaron para contar fueron sus dedos. Si
deseaban contar, asociaban la cantidad de esa cosa con el nimero de sus dedos.

De esta forma autométicamente se crea un orden en los nimeros, aunque
sea que estos estén representados por la cantidad de dedos.

Se sabe que hay un “primero”, un primer elemento, el que es uno, la cantidad
primigenea.

Después esta “el que viene después del primero”, el que esta al lado del
primero, “el Sequndo”, “el nimero Dos”. El que se cuenta con el siguiente dedo.
., Qué pasa si hay uno méas? Simplemente se cuenta con un tercer dedo.

Muchas veces las cantidades eran mayores y los primitivos preferian registrar
sus cuentas marcando “palitos” en las murallas de sus cuevas.

Dibujando una linea vertical para la primera cantidad, luego agregaban otro
mas hasta completar lo deseado.

U T |- Actualmente esto se representa como 22.

Continuando con el pensamiento matemaético riguroso, tenemos que el pen-
samiento primitivo oper6 de esta forma.

1+1+1+1+14+ 1+ 14+ 1+ 11+ 11 T T T T T T T 11T = 22,

Dicho de otra forma, primeramente tenian 1 € N, luego aplico s(1) =1+ 1,
luego, s(s(1)), s(s(s(1))), hasta completar 22.

10
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Para efectos de aplicar el principio de induccién vamos a establecer un orden
en N.

Sea N =1{1,2,3,4,5,6,7,...}, hasta el infinito.

i, Qué quiere decir infinito? En este contexto arcaico, una cantidad muy
grande, mucho més que todos los granos de arena del desierto y de las playas.

., Como contaban los primitivos? ; Decian acaso desordenadamente, este es el
uno, este es el cinco, este es el tres, este es el ocho?

Es claro que no, los siete primeros dias del universo del génesis tienen un
orden.

Volvamos al principio de induccién.

Se tiene que 1 € N, luego s(1) pertenece a los naturales y se sabe que s(s(1))
también pertenece a N, de esta forma se repetira el procedimiento hasta donde
se desee para crear a los naturales.

Demostraremos la unicidad de este conjunto.

Creamos entonces un conjunto M C N tal que M tenga ese primer elemento
6 en lenguaje matemético 1 € M.

Si tenemos un primer elemento, habra un segundo, o el que viene después,
esto es s(1).

Ahora bien, no sabemos el simbolo de ese segundo elemento. Sea s(1) = n
segundo elemento tal que n € M. Luego s(n), también pertenecerd a M, de
esta forma si tomamos sus siguientes, hasta el infinito, se tendra finalmente que
el conjunto M que elegimos inicialmente podra ser igual de numeroso o tener
los mismos elementos que N, es por ello que tarde o temprano efectuando los
célculos tendremos que M = N.

Este principio de induccion (el que tiene un orden implicito) se utilizard
para demostrar que dado un niimero natural n con una propiedad P, tendra
que todos sus siguientes tendran también esa propiedad.



Capitulo 3

LOS NUMEROS
NATURALES

Teorema 3.0.1 Hay una inica funcion f : N x N — N que verifica lo siguien-
te

1. f(z, 1) = s(x)
2. f(x, s(y)) = s(f(x, y)), para todo z, y € N

Esta tinica aplicacion se llama suma y f(x, y) se denota z + y, o sea,

z+1 = s(z)
r+s(y) = sl@+y)

Lo que hemos hecho es definir una de las operaciones mas bésicas para los
nimeros naturales, este es sin duda un gran paso para la construccién de las
matematicas. El lector sabe que este libro trata acerca de los fundamentos de
las matematicas. Todos sabemos sumar numeros, pero ;,Qué pasa si empezamos
a construir las matematicas sobre la nada?. Ac4 el razonamiento 16gico ocupado
se basa en considerar a LA SUMA como una funcién. Este es el pilar del resto de
las operaciones y la construccién del resto de los sistemas numeéricos que iremos
definiendo conforme avanzamos en los proximos capitulos.

Ahora bien, se han definido los enunciados 1 y 2, pero necesitamos que esta
conjetura sea sélida para seguir avanzando en el proceso de esta construcciéon, de
lo contrario estaremos fundamentando nuestras matemaéticas sobre bases inesta-
bles. Para asegurarnos de su rigurosidad, haremos las siguientes demostraciones.

Demostraciones:

12
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(1) Unicidad: O sea, demostraremos que no existen multiplicidad de funcio-
nes (dadas las condiciones 1 y 2) en los naturales, y si hay dos o mas, estas
terminan siendo las mismas. Ademas se definira una propiedad para un conjun-
to M supuestamente distinto a N, pero se terminard la demostraciéon usando
principio de induccién y comprobando finalmente que M = N, comencemos.
Sean dos funciones f, g: N x N — N y que verifican las condiciones 1 y 2.

Sea x € N, y creamos un conjunto M ={y € N; f(z, y) = g(z, y)}.

Es claro que f(z, 1) =z +1=s(z) =g(z, 1) =1 € M.

Ademas si tomamos un y € M, entonces f(z, y) = g(z, y).

O sea f(z, s(y)) = s(f(z, y)) = g(z, s(y)). (Por enunciado 2.)

Luego, por principio de induccién s(y) € M. Por tanto M = N. Es decir se

prueba que f = g dentro de los nimeros naturales.

(2) Existencia: Sea L = {z € N; existe f : Nx N —= N con condiciones 1 y 2}.

En primer lugar, 1 € L, entonces s(x) € L, ya que la funcion f(1, y) = s(y)
satisface ambas condiciones.

Esto es tomar un elemento 1 € L

(i) f(1,y) =1+ y = s(y). Esto es asi, pues si suponemos por la definicién
anterior que f(1, y) = s(1) estaremos ante un error, pues s(1) = 1+1 # f(1, y),
ademés y € N es un valor cualquiera dando un resultado arbitrario. Se tiene
pues, por logica que f(1,y) = f(y, 1).

(i) f(1, s(y)) = s(s(y)) = s(f(1, y)), lo que satisface ambas condiciones.

Para la operacion (ii) se toma la operacion (i) para poder demostrar que
F(1, 5(5)) = s(£(1, 3)), pues se reemplaza 5(s()) = £(1, s(y).

Si # € L entonces s(z) € L, de esta forma se define una nueva funcion
h: N xN — N. Se tiene que h : (s(z), y) = s(z) +y = s(x +y) = s(f(z, y))
que satisface las condiciones 1 y 2 del teorema.

Teorema 3.0.2 N con respecto a la suma es un semigrupo abeliano. Es decir,

la suma es asociativa y conmutativa.

Probemos primeramente la asociatividad

1) Sean z, y nameros naturalesy M = {z €N; (z+y)+z=z+ (y+ 2)}
Se sabe que 1 € M ya que

Se tiene entonces
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(z+y)+1l=s(z+y) =z+sy)=z+(y+1)

Como se aprecia, solamente se estan utilizando (y se utilizaran) propiedades
derivadas del teorema 3.0.1. Luego se tiene que:

(z+y)+l=z+(@y+1)

Mas generalmente si 2 € M = s(z) € M pues z € M = (z+y)+2z =
T+ (y+2)
Luego (para ampliar la propiedad al resto de los nameros usamos s(z), para

ocupar de esta forma el principio de induccion.

(z+y)+s(z)=s((z+y)+2)=s(@+(y+2) =v+s(y+2) =2+ (y+s(2))

Con todo esto se tiene finalmente que M = N quedando demostrada la
asociatividad.

Se prueba ahora la conmutatividad

2)Seanz,y eNyL={zeN;z+y=y+z}

Desde luego 1 € L. Ademéas si z =1 e y = lentonces 1 +1 =1+ 1. (Lo que
es obvio)

Ahora bien, para 1l € L y z € N se tiene que

1+s(x) = s

Il
VAl

Ahora si y € L = s(y) € L (por principio de induccion)
Para x € L se tiene

rts(@) = z+(y+1)
= (z4+y) +1
(y+z)+1
1+ (y+=x)
1+y)+z
= s(y)+=x
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Se tiene entonces que L = N quedando demostrada la conmutatividad

Teorema 3.0.3

Sean x, y, z € N. Entonces

Dy#z+z

Qu#z=c+y#a+=z

Esto quiere decir que no existe un neutro aditivo en N

Demostracion de (1): Considerando x fijo, poner M = {y € N; y # = + y}.
Se sabe que s(x) # 1, es decir, 1 # = + 1. Luego 1 € M. Ademas, si y € M,
entonces y # x +y y, por tanto, s(y) # s(x +y) = z + s(y), es decir, s(y) € M.
Luego al igual que en los casos anteriores, por el principio de induccién se tiene
M =N.

Demostracion de (2): Consideramos y, z fijos, tales que y # z y sea L =
{reNja+y#x+z}.

[...] Por lo tanto L = N

Observacién 3.0.1
(1) El principio de induccion puede formularse ahora asi: Si A C Nverifica:
i)l1eA
(i) re A= a2+ 1€ A, entonces A =N

(2) Los teoremas anteriores permiten afirmar que si z € N, entonces la traslacion

fr : NS N

Y=ty
es inyeccion sin punto fijo, es decir, f,(y) #y Vy € N

Teorema 3.0.4 En esta parte vamos a crear la multiplicacion y definir algunas
de sus propiedades mds bdsicas.
Diremos que hay una inica funcion F: N x N — N que verifica

(1) F(z, 1) ==z

(2) F(z, s(y)) = F(z, y) + =, Vz,y €N.

Esta tnica aplicacion se llama producto y F(x, y) se puede escribir zy o x -y,
separados por un punto.
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Demostraciéon: 1) Unicidad: Sean F, G : N x N — N satisfaciendo 1 y 2. Sea
€Ny M={yeN; F(z,y) =G(z, y)}.

Es claroque 1 € My que y € M = s(y) € M.

Luego M =Ny asi F =G

Esta demostracién bastante corta, deja en claro que todos los ”y” pasan a
pertenecer al conjunto M y por principio de induccién se tiene que los siguientes
de y también pertenecen a M. De esta forma se llega a la igualdad de M con N.
Al ser iguales los conjuntos, la afirmacion M = {y € N; F(z, y) = G(z, y)}pasa
a ser valida para N, esto es N = {F(z, y) = G(z, y), Vz, y € N}. Finalmente
por razonamiento logico, si se afirmo anteriormente que F(z, y) = G(z, y), para
el conjunto M, se tiene que F' = G para el conjunto N.

2) Existencia: Vamos a probar la existencia del teorema, esto es demostrar
que existen elementos del conjunto N con esta propiedad. Pero primero defini-
remos un conjunto L arbitrario.

Sea L = {x € N, existe F: Nx N — N con condicién 1 y 2}.

Se tiene que z =1 € L, ya que 1 es el resultado de la funciéon F', pues

F:NxN — N
(1,y) =~ y satisface (1)

Esto es verdadero y nuevamente nos encontramos con la fuerte 16gica mate-
matica, pues si seguimos estrictamente (2) tendremos que F(1, y) = 1, lo que es
verdadero sélo para un caso, pero esto no sirve de mucho pues estamos en estos
momentos generalizando para todos los niimeros naturales. También de manera
implicita estamos viendo que F(z, 1) = F(1, z).

Asi F(z, 1) = F(1, 1) =1 = z ademas

F(z, s(y)) = F(1, s(y))= (Pues se esta desarrollando con z = 1)

s(y)=y+1=1-y+l=ay+ac=F(z,y)+=z

También « € L = s(z) € L implica que hay F con condicion (1) y (2). En
otras palabras tenemos a x € L y a sus siguientes que también cumplen con la
condiciéon, por ende la validez de esta funcién se extiende para para el resto de
los ntimeros.

Vamos a generalizar por induccién al resto de los nimeros. Recordemos que
estos ain no tienen asignado un orden y simplemente ellos existen dentro de
una categoria que llamamos N.

Consideremos ahora una nueva funcién

G:NxN — N
s((x),y) = zy+y

cuyas propiedades y operaciones también satisfacen (1) y (2). El lector esté en la
libertad de comprobar la validez de esta funcién G asignando valores numéricos
a los coeficientes literales. Luego s(x) € L. En resumen L = N.



CAPITULO 3. LOS NUMEROS NATURALES 17

Obsérvese que hemos creado la multiplicacion, la que ademés queda definida
con las siguientes propiedades:

z-1 = =,
z-(y+1) = ay+ax vy
(z+1)-y = ay+y, Vo,yeN

Todas ellas estan demostradas y hemos verificado que no existen contradic-
ciones ni elementos ambiguos.

Teorema 3.0.5 N con respecto al producto, es un semigrupo abeliano con uni-
dad. ademds la multiplicacion es distributiva con respecto a la suma, es decir:

x(y+2z)=zy+axz

(y+ 2)x = yx + zx

Demostraciéon. 1) CONMUTATIVIDAD DE LA MULTIPLICACION: Demostrare-
mos ahora una de las propiedades més usadas en matematicas y que casi prac-
ticamente ninguna persona se cuestiona. Todos sabemos que 2 -5 = 5-2 es
verdadero, pero ahora demostrémoslo de una marea elegante y que sirve para
cualquier namero.

Seaun y € N, e inventemos un conjunto M con la siguiente propiedad M =
{z € N; yx = zy}. ;Sera cierto y logico afirmar que xy = ya? Vemos que con el
ntimero 1 no hay problemas pues se tiene que 1 € M, ademas ya probamos que
y-1l=y yl-y=y portantoy-1=1-y, lo que cumple.

También como x € M implica obviamente que yz = xy. Luego para aplicar
ley de induccién tomamos los siguientes de z y - s(z) = y(z +1) = yr +y =
xy +y = (x+ 1)y = s(x) - y. Notese que todo esto ha sido realizado con las
propiedades que hemos estado construyendo de a poco en este capitulo.

Asi s(x) € M. Por tanto la ley de induccion extiende la propiedad para el
resto de los nimeros y finalmente M = N.

Notese que probada la conmutatividad, basta con demostrar solo una de las
reglas de distributividad.

2) Distributividad y asociatividad: Sean x, y nimeros naturales.

M={zeN; z(y+z) =ay+az}

L={z€eN; (zy)z = z(zy)}

Exactamente igual que en los casos anteriores, se prueba que M = L =N
3) Es claro que la unidad es el 1 € N
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Comentario Cuando en un conjunto E se tiene una ley asociativa, podemos
escribir abe, sin paréntesis, para denotar el producto (ab)c = a(bc).
Del mismo modo si hay cuatro factores a, b, ¢, d se tiene:

a(bed) = (ab)(cd) = (abe)d = a(be)d
y podemos entonces utilizar para este valor el simbolo abcd. Si ademas la ley

es conmutativa se tiene que:

abed = abde = acbd = acdb
= bacd = badc = becad = beda
= cabd = cadb = cbad = cbda

= dabc = dacb = dbac = dbca

Luego el simbolo abed puede representar el producto en cualquier orden de
los factores. Consensuaremos que para cualquier producto que involucre factores
literales, estos de preferencia seran ordenados de forma alfabética y es de libre
uso para el matematico separarlos por puntos segiin convenga.

Observacioén 3.0.2
1) Considerar, para z € N, la funcién z donde:

z: N —- N

r = ZT

Si z = 1, entonces Z es la funcién idéntica. Si z # 1, entonces z es inyeccién
“respetuosa’ de la estructura aditiva de N, es decir,

Z(x+y) = 2(x) + 2(y)

También se dice que la funcioén Z es compatible con la estructura aditiva de
N.

2) Hasta el momento, el conjunto N con sus dos operaciones, suma y produc-
to, tiene todas las propiedades deseables para un conjunto numérico. Ahora hay
que tratar de dar respuesta al problema de comparacién de nimeros naturales,
es decir, hay que introducir en N una estructura de orden. El orden a introducir
serd respetuoso de la estructura algebraica de N.
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Definicion. Definiremos un nuevo concepto dentro de las matematicas, y es
cuando un namero es igual, més grande o pequeno que otro, comencemos.
Sean z, y € N.
1) x es mayor que y <= x =y + n, para algin n € N.
Su notacién de ahora en adelante sera: x > y.
2) x es menor que y <= y es mayor que x. Su notaciéon serd x < y.

Teorema 3.0.6 Si x,y € N, entonces se cumple UNA Y SOLO UNA de las
siguientes posibilidades.

Dx=y o IDNz<y o I)y<z

Esta se llamard Ley de tricotomia de la desigualdad.

Demostraciéon: Ahora bien, del teorema 3.0.3 se desprende que si intentamos
tomar las condiciones I y II a la vez, veremos que son incompatibles, lo mismo
si intentamos aplicar I y III asi como II y III.

Recordemos que estamos construyendo las matematicas. Signos como < y >
no estan aun definidos.

La ley de la tricotomia de la desigualdad nos estd diciendo que si tomamos
dos nimeros cualesquiera del conjunto de los naturales, tendremos alguna de las
tres condiciones, pero no dos simultdneamente. Un par de niimeros no pueden
ser iguales y a la vez uno menor que otro, mucho menos que uno de esos nimeros
sea menor que el otro y viceversa, es decir, z < y y a la vez y < z.

Continuemos.

II)=y=xz+n

Ill) = & = y + m, para cierto m, n € N

Luego si IT y III rigen simultdneamente:

y=x+n=(y+m)+n=y+(m+n)=(m+n)+y
=y=(m+n)+y

Vamos a suponer que si y = (m + n) + y entonces estamos viendo que m + n
es neutro aditivo o que m = n = 0, lo que no puede ser, pues ain no hemos
creado el numero cero y 0 ¢ N, ademads no tiene sentido que si II) z < y se tenga
que y = x + n, pero como dijimos n = 0, eso implicaria que x = y, es decir la
afirmacion I).

Claramente si hacemos II y III es una contradiccién con el Teorema 3.0.3.
Es decir, esta probado que a lo sumo uno de los casos I, II o IIT puede regir.

Vemos que la Ley de la Tricotomia de la Desigualdad tiene una légica sélida
y practicamente no se puede refutar, a menos que deseemos incorporar algin
principio o axioma que hagan ciertas propiedades relativas, pero este no es el
caso.

Ahora bien, para z € N, definiremos y consideraremos el conjunto M con
esta tricotomia (la que nos parece un interesante elemento) y que deseamos
agregar como propiedad a nuestro conjunto de los ntimeros naturales.
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Sea M ={z,yeNyz=yoz <yoy <z} Sabemos que 1 € M, y hay
dos posibilidades para xr e N=z =10 x # 1.

Para la primera ley de tricotomia puede ocurrir que z = y = 1.

Siy =1, sabemos que debe existir un z € N tal que

z=s(z)=14+z=y+z

=r=y+zoseay<uw,

., Que significa esto?, dice para que y pueda igualar a x necesariamente se
debe sumar un nimero z.
Ademés si y € M entonces y + 1 € M. En efecto si « = y, entonces

y+1l=x+1, esdecir,z<y+1

Para la segunda ley de tricotomia = < y, entonces y = = + n, para algin n
nimero natural, luego si sumamos 1 en ambos lados a la derecha:

y+l=(z+n)+l=z+n+1), yasiz<y+1

Explicaremos esto: Si y +1 = x + (n + 1) nos dice que si z quiere igualar
a y + 1 se debe sumar un ntimero natural n + 1, por esta razén se tiene que
z<y-+1.

Para la tercera Ley de Tricotomia, si y < x, entonces z = y + n para algin
n numero natural, luego separamos en dos casos:

i) Sin =1, entonces x = y + 1 y todo esta bien.

ii) Sin # 1, entonces n = s(t) =t + 1 para algin ¢ € N.

Por tanto: z =y + (t+1)=(y+1)+¢, 0sea, y+ 1 <z

Con todo esto, M satisface el postulado de induccion y se tiene que M = N.

Observacién 3.0.3

Ahora definiremos el simbolo <.

1) Si para x, y nimeros naturales se pone x <y <= z<yox =y,el
teorema 3.0.6 afirma que x, y € N, entonces x <yoy < x

2) El simbolo = < y se lee z es menor o igual que y ( 0 y es mayor o igual
que z). Cuando sea xz < y diremos que se tiene una desigualdad estricta.

3) Como z + y = y + z, se tiene que para todo z, y en N: < x + y, estd
claro que x es menor que la suma de si mismo con otro nimero y. Estad demés
decir que y # 0 pues 0 ¢ N.

4) u € N= u > 1. Es decir, 1 es el menor elemento de N.

Teorema 3.0.7

La relaciéon « < y es una relacién de orden total sobre N
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Demostraciéon: Demostraremos que este nuevo simbolo cumple con las
propiedades de reflexividad, antisimetria y transitividad.

1) z =z = o < x, es decir se cumple la reflexividad.

Q)r<yey<x= x =y, porque si  # y, entonces * <y e y < x, lo cual
es imposible por la ley de tricotomia. Esto prueba la la antisimetria.

3) La transitividad z <y, y < z =z < z.

Caso 1. Si ¢ = y, entonces x puede escribirse en lugar de y. Luego = < z.
Analogamente, si y = z.

Caso 2. Siz #y,y#z,setiener<yey<z,oseay=x+u, z=y+0,
para u, v € N. De aqui que z =y+v = (z+u)+v=212+ (u+v). Luego = < z,
pues a z se le debe sumar u+v para igualar a z, y finalmente se tiene que z < z.

Con esto N estéd parcialmente ordenado por <. El teorema 3.0.6 garantiza la
estructura de orden total del conjunto de los naturales.

Teorema 3.0.8

El orden < sobre N es estable con respecto a la estructura algebraica de N,
es decir:

Ha<y, zeN=z4+z<y+z

)<y, zeN=zz<yz

Demostraciéon Es claro que si en la hipotesis se verifica = = y, las conclusio-
nes se cumplen obviamente. Luego es suficiente demostrar que:

r<y, zeN=z+z<y+z vy
Tz < Yz

Pero z < y = y = x + u, para algin u € N, entonces

y+z = (r4u)+z
y+z = (z+2)+u
= r+z<y+z

Segunda conlusion.
Siz <y=y=x+u, para algin u € N, esto implica que

yz = (x+u)z
Yz = TZ+ Uz
= rz<Yyz

esto significa que para que xz sea igual a yz, se debe sumar uz € N.
Por ende esta probada una relacién de orden para x, y, z, u perteneciente a
los naturales.
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Observacion 3.0.4

1) La demostracion anterior implica.

De<y=z+z<y+tz

He=y=>c+z=y+=2

i)z>y=c+z>y+z

Con esto es inmediato entonces que todas las reciprocas de las implicaciones
anteriores son vélidas, es decir:

rT+z<ytz =<y
x+z=y+z =>ax=y (leyde cancelacion aditiva)

rT+z>yt+tz =r>y

Ya que por el teorema 2.0.6 vale la ley de tricotomia de la desigualdad.
2) Analoga observacion para el producto, es decir, z, y, 2 son nimeros na-
turales se tiene:

rz<yz =<y
xz=yz =x=y (leyde cancelacion multiplicativa)

TE>Yz =T >y

3) El caso 2 de la demostracion del Teorema 3.0.7 dice:

r<y e y<z=>zw<z
Luegoesclaro que (z <yey<z)o(z<yey<z)=z<z
Teorema 3.0.9
Sean x, y, z, u nimeros naturales. 1.
1)Siz<y y 2z <u, entonces
r+z < y+u

(es decir, dos desigualdades estrictas del mismo sentido pueden sumarse
miembro a miembro, obteniéndose una desigualdad estricta del mismo senti-

do).

2)Siz<y y z<u
<y y z<u
entonces z+z2 < y-+u

Lo anterior es, dos desigualdades con una de ellas estricta pueden sumarse
miembro a miembro, el resultado serd una desigualdad estricta.

3)Siz<y y z<u
=z+2 < y+u
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Demostraciéon 1) z < y, z < u, entonces

r+z < y+=z, asi
y+z < y+tu

Luegox + 2 <y+u

2) Si no hay igualdad, estamos en el caso 1 recién tratado. Si hay igualdad,
nuevamente la parte i) de la observacion 3.0.4 demuestra la afirmacion.

3)Sizx=yyz=u,entonces z+ z =y +uy el teorema queda demostrado.

Si no son ambos iguales, la afirmacion se reduce al caso 2 recién tratado.

Teorema 3.0.10

Sean x, y nimeros naturales.
1. Siz <y, entonces z +1 <y
2.Siy<xz+1, entonces y < x

Demostracién 1) © < y = y = x + u, para algin u perteneciente a los
naturales, el que verifica v > 1. Luego x +u > = + 1, es decir, x + 1 < y.

2) Se demostrara este enunciado por contradiccion, esto es vamos a negar
y<xz+1=y < z,ynegar una implicancia p = ¢ equivale a escribir pA ~ gq,
lo que se traduce a :

y<z+1lAy>=zx

Desarrollando y < £+ y = y+ u = x + 1 para algin u > 1. De esto se
desprenden dos casos.

Yu=1=y+1=2x+1= y =2z lo que se contradice con nuestro enunciado
de que y > z, por lo tanto es verdadero para y < = + lentonces y < x. En el
segundo caso ocurre algo parecido.

Hu>l=ytu=z+l=y<z =<«

Observacion 3.0.5

1) Las propiedades establecidas en el Teorema 3.0.9 surgieron, esencialmen-
te de las propiedades anotadas en la parte 1 de la observaciéon anterior. Pero
también quedo6 establecida alli la validez de la propiedad analoga para la multi-
plicacién, luego rigen propiedades como las siguientes:

T <

1. y = zz < Yyu
z<u
r <

2. _y}:mz<yu
z<u
z<y

3. - =z < yu
z<u =Y

2) Anteriormente se not6 que 1 es el menor elemento de N .

Es claro que si un conjunto de M de niimeros naturales contiene al 1, entonces
1 es el menor elemento de M.

Ahora presentaremos una de las méas importantes propiedades de los nimeros
naturales.
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Teorema 3.0.11

N con el orden < es un conjunto bien ordenado, es decir, dado un conjunto
no vacio M de ntiimeros naturales, entonces M tiene un menor elemento.

Demostracion: Sea L un subconjunto de N, definido por

x € L siy sélosi, x <m, para todo m € M

Desde luego, 1 € L. Ademéas L # N ya que si y estd en M, entonces y+1 ¢ L
porque y + 1 > y. Por el postulado de induccién, esto implica que hay ¢t en L
tal que t + 1 ¢ L.

Afirmacion: t € Myt <m Vm € M, se tendria t < m Vm € M. Luego
t+ 1 < m para todo m en M, con lo cual t + 1 € L contradiciendo la forma de
elgir t. Con esto t = min M y el teorema esta demostrado.

Observacion 3.0.6

El teorema 3.0.11 se llama a veces teorema del niimero minimal. Como apli-
cacién mostraremos que:

“Si2 =141 = s(1), entonces no hay nameros naturales entre 1y 2, es decir,
no hay me N tal que 1 <m < 2”

En efecto, si los hubiera entonces el conjunto M = {m € N; 1 < m < 2}
seria no vacio y tendria un menor elemento p, es decir p seria el menor niimero
natural tal que 1 < p < 2. Luego p = 1 + ¢ para cierto ¢ € N, con ¢ < p < 2,
es decir 1 < g < 2, y como p ya que era el menor satisfaciendo la desiguldad
estricta, se tiene que ¢ = 1. Por tanto p = 2 lo que es una contradiccién.

Es claro que la afirmacién también se mostrard el Segundo Principio de
Induccion. Para ello se define para cada n nimero natural el segmento incial I,
como el conjunto de los niimeros naturales menores o iguales que n.

Teorema 3.0.12
Sea M CN

Sii)le My
ii) I, CN=n+1¢€ M, entonces M = N.

Demostracion: Sifuera M # N, habrian nimeros naturales r que no estarian
en M. Sea n el menor de ellos, es decir

I,..i.CMyn¢M
contradiciento la hipotesis ii)

Observacion 3.0.7
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Existen dos principios de induccién, los que hemos utilizando y que seguire-
mos utlizando a lo largo de esta tesis.

Uno de ellos es el de la observacion 3.0.1 y el otro del teorema 3.0.12. A modo
de explicaciéon estos dos principios se suelen presentar de la siguiente manera:

1. Sea P, una proposicion donde n es niimero natural.

Sii) P es verdadera y

ii) P, verdadera = P, ;qverdadera, entonces P, es verdadera para todo n.

2. Sea P,, una proposicién donde n es nimero natural.

Sii) Py es verdadera y

ii) P, verdadera para todo r < n = P,verdadera, entonces:

P, es verdadera para todo n.

3.0.1. RESUMEN

Partiendo de los postulados de Peano, se ha demostrado que en el conjunto
N de los nameros naturales hay una suma y un producto bien definidos tales
que:

1. La suma es asociativa y conmutativa.

2. El producto es asociativo, conmutativo, tiene elemento neutro 1 y es dis-
tributivo con respecto a la suma

3. Hay un orden < en N que es respetuoso de la estructura algebraica de N
(ver el Teorema 3.0.8)

4. Rige el principio de induccién.

5. Cada conjunto no vacio de niimeros naturales tiene un menor elemento.

DEFINICION:

2 = s(1) =1+1
3 = s(2) =241
4 = s(8) =3+1
5 = s(4) =4+1
7 = s(5) =5+1
8 = s(6) =6+1
9 = (7)) =7+1
10 = s(9) =9+1

Observacién 3.0.8 (1.10)

En el conjunto N, la desigualdad = < 10 es equivalente con la desigual-
dad x < 9 y se verifica sélo para los nimeros del siguiente conjunto C' =
{1,2,3,4,5,6,7,8, 9}.

PROPIEDADES COMPLEMENTARIAS

Se desea probar que una funcién de N — A queda bien definida por f(1) y
por una regla que permite obtener f(n+1) conociendo f(n). Mas precisamente.

Teorema 3.0.13
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(de definicion recursiva). Sea A conjunto no vacioy g : A — A. Dado un
a € A hay una tnica funciéon f : N — A tal que f(1) = a y que hace conmutativo
el diagrama:

Es decir, tal que f(1) =ay g(f(n)) = f(n+ 1) para todo n € N.

Demostracion: Unicidad. Si f y h : N — A satisfacen condiciones, y fueran
distintas habria un menor namero natural r tal que f(r) # h(r). Luego r # 1.
Entonces, f(r') = h(r') = f(r) = h(r), donde 7’ es tal que r = 7’/ + 1. Lo que
es una contradiccién. Esto quiere decir entonces que f = h.

Existencia. Para ello es necesario especificar el conjunto F' C Nx A tal que
b= f(n) < (n,b) € F.

Llamemos conjunto a-recursivo a un conjunto 7' C Nx A. Que verifique:

1. (1,a)eT

2. (n,b) € T = (s(n),g(b)) € T. Es claro que Nx A mismo es un conjunto
a-recursivo, e intersecciones arbitrarias de conjunto a-recursivo son conjuntos
a-recursivos. Poniendo F' =interseccién de todos los conjuntos a-recursivos, se
puede demostrar que F' es una funcioén que satisface la conclusion del teorema.

Observacion 3.0.9

1) Notese que las definiciones de suma y producto son, estrictamente ha-
blando, definiciones recursivas.

2) Usando el teorema 3.0.13 puede definirse para cada elemento a de un
anillo A, y cada numero natural n :

1. a” : mediante a' = a

an+1 =a"-a y

2.n-a:mediante 1-a=a
(n+la=n-a+a

Con esto se tiene, por ejemplo:

2

a“ = a-a
@ = a-a-a
20 = a+a

3a. = a+a+t+a



Capitulo 4

LLOS NUMEROS ENTEROS.

Mas adelante se verd que los numeros naturales sirven para “contar” en el
sentido de servir como conjunto basico para la “comparacién” con otros con-
juntos y que la relacién de orden definida en N permite medir el “porte” de un
conjunto.

Sin embargo, N adolece de ciertos defectos, por ejemplo como m + n # m
para todo n € N, se tiene que no hay un elemento neutro para la suma y menos
podré haber entonces opuestos aditivos de los nimeros naturales.

Ambas fallas se corrigen creando un nuevo conjunto con estructura algebrai-
ca que “extiende” la estructura de N , en el sentido que el nuevo conjunto Z,
“contiene” a N y a su estructura algebraica, en un sentido que aparece claro mas
adelante. (véase teorema 2.5).

El punto de partida es el conjunto N x N, que es el producto cartesiano de
N por N, o dicho de otra forma el conjunto de todos las combinaciones posibles
de los pares ordenados de la forma (a, b) tales que a, b € N.

Observacién 4.0.1

Se define entonces la siguiente relacion:

(a,b) ~(¢,d) < a+d=b+c (4.1)

Se estan tomando cuatro elementos del conjunto de los nimeros naturales y
se los esta relacionando mediante una suma. Suma que los matematicos encon-
traron que tenian ciertas propiedades ttiles.

Antes de continuar y para mayor claridad, se detallard a continuacion una
definicion de la Relacion de FEquivalencia y Clase de Equivalencia.

Relacion de Equivalencia Una relacién de equivalencia sobre un conjunto
X es un subconjunto X x X > C de pares ordenados con elementos de X,
los cuales satisfacen ciertas propiedades. Estas propiedades permiten establecer
una relacién entre elementos del conjunto, los cuales pueden ser reagrupados en
CLASES DE EQUIVALENCIA, es decir agrupados en subconjuntos de elementos

27
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similares. Es de esta forma que vamos a construir un nuevo conjunto numérico
juntando a todos los elementos de esta misma clase de equivalencia y convir-
tiéndolos en un solo elemento que los representara.

Se escribe xRy para representar (z,y) € C, y decimos que x esta relacionado
con y, y sus propiedades son.

1. Reflexiva: aRa Va € X
2. Simétrica: aRb implica bRa para todo a,b € X
3. Transitiva: Si aRb y bRc implica que aRc Va,b,c € X

Donde estas tres propiedades son completamente independientes. Otras notacio-
nes son usadas para indicar una relacién, por ejemplo a = b o a ~ b, esta ultima
es la usada en esta tesis. Definamos ahora lo que son las clases de equivalencia.

Clases de Equivalencia Una clase de equivalencia se define como un subcon-
junto de la forma {z € X : xRa}, donde a es un elemento de X y la notacion
xRy es usada para denotar que hay una relacién de equivalencia entre x e y. Se
puede demostrar que dos clases de equivalencias pueden ser iguales o disjuntas.
De ahi una coleccién de clases de equivalencias forman una particién de X .
Para todo a,b € X, tenemos que aRb si y solo si a y b pertenecen a la misma
clase de equivalencia.

Un conjunto de clase representativa es un subconjunto de X que contiene
exactamente un elemento de cada clase de equivalencia.

Ejemplo: Para a,b € Z y n entero positivo, considérese la congruencia
a = b(mod n). Luego las clases de equivalencia para n = 1,2, ...etc son los
conjuntos {..., —2n, —n,0,n,2n...} , {..., =1 —=2n,1 —n,1,1 4+ n,1 + 2n, ...}, etc.
Los elementos representativos a considerar de cada conjunto descrito anterior-
mente serian el 0,1,2,...,n — 1.

Continuemos con el siguiente teorema.

Teorema 4.0.1

La relacion (1) definida hace poco ~ en N x N | es una relacion de equiva-
lencia. O sea que cumple con las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

Demostracién: i) (a, b) ~ (a,b) yaquea+b=>b+a

i) (a, b) ~ (a1, b1) = (a1, b1) ~ (a, b)

En efecto: (a, b) ~ (a1, b1) = (a1, b1) ~ (a, b) = a+by =b+a1 = a1 +b=
by +a= (al, bl) ~ (a, b)

111) (a, b) ~ (al, bl) y (a1, bl) ~ (ag, bg) = (CL7 b) ~ (ag, bg)

En efecto, la hipétesis implica que:

a+b1:b+a1 y a1+b2:b1—|—a2

Luegoa+ by +a1+bs=b+ai; + b1 +as
esdecira+by+a; +by=b+as+a1 +b
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por tanto a + bs = b+ as

con lo cual se tiene que (a,b) ~ (az,bs2), cumpliendo con la transitividad.

DEFINICION

El conjunto de pares ordenados N x N con la relacién ” ~ 7 es CONJUNTO
DE CLASES DE EQUIVALENCIA, se llamara conjunto de los nimeros enteros y
cada clase de equivalencia se llamara niimero entero.

Sépase que puede existir una clase de equivalencia que contenga una infinidad
de elementos y este conjunto tnico puede representar a un solo nimero entero.

Notacion: Z paraN x N/ ~

[a, b] para la clase de equivalencia

C’(a,b) = {(x’y> € NxN; (xvy) ~ (CL, b)}

Sabemos que el conjunto Z posee tanto nimeros negativos como positi-
vos. Unas de las formas que se encontré para dar una estructura algebraica
a este conjunto o entregarle propiedades fue mediante la relacién de clases de
equivalencia. En términos sencillos se esta diciendo que por ejemplo el nimero
—5 se relaciona con (a,b) para algun (o algunos) a,b € N.

Asi, se estan creando pares ordenados con propiedades para que més tarde
exista una biyeccion que va desde N x N — Z, desde otra forma podemos afirmar
que el conjunto de N x N con sus clases de equivalencia, es igual a Z.

Entonces, para dar a Z una estructura algebraica, definimos (creamos, in-
ventamos) una adicién y un producto entre clases de equivalencia de la siguiente
manera

[a,0] + [e,d] = [a+c, b+d]
[a,b] - [c,d] = Jac+ bd, ad + bc]

Se observa de inmediato que esta definicion adolece de un defecto poten-
cial, que consiste en definir operaciones entre clases mediante operaciones con
ciertos elementos particulares de clase (representantes). Es perfectamente conce-
bible que tomando otros representantes los resultados puedan ser esencialmente
distintos. Probaremos que esto no es asi, o sea, que las operaciones + y - en Z
estan bien definidas. En buenas cuentas, hay que demostrar que los resultados
son independientes de los representantes que se elijan para los elementos de Z
que participan en la operacién.

Mas precisamente:

Teorema 4.0.2

Sean a;,b;,c;,d; €N, i =1, 2. Si:

la1,b1] = [a2,b2]
[cr,d1] = [c2,do]
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en 7 entonces,
i) [a1,b1] + [c1,d1] = [ag, ba] + [c2,d2] ¥
ii) [a1,b1] - [c1, dv] = [az, ba] - [c2, do]

Demostracion: Por definicion de clases de equivalencia: [z, y] = [z1, y1] en Z <=
(z,y) ENXN < z+y; =21 +y €N.
Con esto se tiene que la hipétesis del teorema implica que:

ai+by=ax+b1 y c1+do=co+di (9

Pero el caso i) se quiere probar que
[a1 4+ c1, b1+ di] = [a1,b1] + [c1,d1] = [az, b2] + [c2, d2] = [ag + c2, b2 + da]
y para ello es suficiente mostrar que a; + ¢; + by + do = as + c2 + by + dy.
Esto iltimo se obtiene simplemente sumando miembro a miembro los nime-
ros que aparecen en (°).
Con esto se completa i).
Para ii) se quiere probar que:
l[a1-c1 +0b1-di, a1 -di + by -c1] = [a1,bi]-[c1, di] = [ag, ba]-[c2, do] = [asca + bada, aady + baco]
Para ello mostraremos que:

[a1,b1] - [e1,d1] = [ag2,b2] - [c1,d4]
y que [ag,bo] - [c1,d1] = [ag,bo] - [c2,do]

Naturalmente que con esto se completa la afirmacion de ii). Para demostrar
la primera, es suficiente probar que:

[a1-c1+ by -di, ar-di +bi-c1] = [ager + bady, azdy + bacy]

lo cual es equivalente con

aicy + bidy + agdy + bacy = aidy + bicy, azey + bady

y esta se reduce a

(a1 4+b2)-c1+ (b +az)-dy = (a1 +b2)-dy + (b1 +a2) 1

Pero para comprobar esta tltima nétese que

a;+bs=as+by= by +as luego
(a1 + bz) (Cl + dl) = (CLl + bg) (d1 + Cl) y entonces

(a1 +b2)-01+(b1 —‘r(lg) -dp = (a1+b2)-d1 +(b1+a2)-01
Analogo procedimiento para la segunda ecuaciéon completa el resultado desea-
do.
Ahora probaremos que Z con estas dos leyes de composicién interna satisface
todas las propiedades “deseables” para la suma y el producto de nimeros. Més
precisamente:
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Teorema 4.0.3

Z con la suma y producto definidos antes, es un anillo conmutativo unitario.

Demostracion: Por lo dicho en la primera parte, es necesario verificar que:

1. La suma es asociativa y conmutativa, tiene neutro y cada elemento tiene
opuesto aditivo.

2. El producto es asociativo y distributivo con respecto a la suma.

Ademas es conmutativo y tiene neutro, vamos entonces por partes:

Asociatividad

([a,b] + [a1,b1]) + [az,b2] = [a+ai, b+ bi]+ [asz,bs]
= [(a+a1) + a2, (b1 +b1) + bo] [a+ (a1 +az), b+ (b + bo)]
= [a,b] + [(ll + aq, by + bz] [a, b] + ([al,bl] + [ag,bg])

lo cual prueba que la suma es asociativa. Nétese que se usa esencialmente la
asociatividad de los naturales.
Para la asociatividad del producto se tiene

([CL, b] . [al, bﬂ) . [ag, bg] aay + bbl, ab1 + bal] . [CLQ, bg]
(aay +bb1) - az + (aby + bay) - bz, (aar + bb1) - bz + (aby + bay) - az]
aayas + bbyas + abibs + baibs, aaibs + bbibs + abias + ba1a2]

[
[
[
[aaiag + abiby + baiby + bbras, aaibs 4+ abias + bajas + bbybs]
[
[
[

a (a1a2 + blbz) + b (a1b2 + blag) , a (albg + blag) + b (a1a2 + blbg)}
a,b] - [araz + b1b2, arby + bias]
a’?b] : ([alabl] : [CLQ,bQ])

Por lo tanto ([a,b] - [a1,b1]) - [a2, b2] = [a,b] - ([a1,b1] - [az, b2]), probandose la
asociatividad.

Conmutatividad La dela suma es bastante sencilla pues se desea probar que
(a,b) + (¢,d) = (c,d) + (a,b), entonces:
(a,0) +(c;d) = (a+cb+d)
= (c¢+a,d+Db) (por conmutatividad de los naturales)

por ende se tiene que (a,b) + (¢,d) = (¢,d)+ (a,b) cumpliéndose la conmutatividad de la suma para Z

Para el producto algo similar:
[a, b] - [¢, d] = [ac + bd, ad + +bc] = [ca + db, da + ¢b] = [¢,d] - [a, ]
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Neutros Por observacion 4.0.1, se sabe que (a,b) ~ (¢,d) <= (a+d) =

(b+c).

Ejemplificando numéricamente (4, 3) ~ (3,2) pues 4 +2 =3+ 3.

Entonces para la suma notese que n+m = m+n = [n,n] = [m,m] Vm,n €
N

Luego la clase [1, 1] es el neutro aditivo, ya que [a,b]+[1,1] = [a+1, b+ 1] =
[a, b] para todo [a,b] € Z.

Estoes [a+1,b+ 1] ~[a,b]puesa+1+b=0b+1+a.

Ejemplo: [5,7] +[1,1] = [6,8]. Y [6,8]=[5,7] pues 6 + 7 =8+ 5.

Para el producto, notese que para todo m y n naturales, se tiene [m-+1,m] =
[n+ 1,n] y que la clase [2,1] es la unidad de Z ya que

[a,b] - [2,1] = [2a + b,2b + a] = [a, ]

de esta forma [2a + b, 2b+ a] = [a, b] pues por observaciéon 4.0.1 2a +b+b =
2b+a+a asi 2a + 2b = 2b+ 2a

Opuesto aditivo Para encontrar el opuesto aditivo debemos sumar dos ele-
mentos de la forma [a,b] de tal forma que su resultado sea el elemento neutro
de la suma, o sea el [1,1] el que se corresponde con el 0.

Entonces, el opuesto aditivo de [a,b] en Z es el entero [b, a] ya que

[aab]+[baa]: [a+bv b+a} :[131]

Para mayor claridad, ejemplificaremos con elementos numéricos
[7,3] +[3,7] = [10,10] y [10,10] = [1,1] pues 10+ 1 =10+ 1
En resumen todos los elementos de la forma [a, a] Va € N seran iguales a [1, 1].

la,b] - {[z1, 1] + [z2,92]} = [a, 0] - [21 + 22, y1 + 2
= [a{x + a2} +0{y1 +y2}, a{y1 +y2} +0{x1 + 22}]
Distributividad = [az1 + axe + byy + bya, ay1 + ayz + bxy + bxs]
= [azy + by1, ayr + bx1] + [axa + bya, ays + bxs]
= [a,b] - [z1,31] + [a, b] - [22, o]

Notar que en la demostracion anterior debié probarse la “neutralidad” de los
neutros a la izquierda y a la derecha y lo mismo debié hacerse con la distributi-
vidad. Sin embargo esto no fue necesario porque poco antes fue demostrada la
conmutatividad de las operaciones.

Observacion 4.0.2

Z por el simple hecho de ser anillo, goza de algunas propiedades que conviene
destacar. Como de costumbre, 0 representa al neutro aditivo y 1 a la unidad de
Z . Si a es un entero, de denota por —a el opuesto aditivo de a, es decir, por
definicién —a satisface:
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Ademés —a es claramente el tnico entero que satisface dicha igualdad. En
efecto, si b € Z es tal que b+ a = 0, entonces

b+a+(—a)=0+(—a)=—a
es decir, —a=b+(a+(—a))=b+0=0b

Luego b = —a. Es inmediato entonces que —(—a) = a. El entero b + (—a) se
denota b — a.
A continuacién se anadirdn mas propiedades numéricas al conjunto Z.

Teorema 4.0.4

Sean a, b, ¢, d numeros enteros. Entonces:

1. b—aes el anico entero que verifica (b—a)+a = b, es decir, t =b—a <~
z+a=nb.

a—(b+c)=a—-b—-c

2. a—(=b)=a+b (propiedades del paréntesis)
a+(b—-—c)=a+b—c

3.0-a=0ya-0=0

4. a(b—c) =ab—ac

5. a(=b) = (—a)b = —ab

6. (—a)(—b) = ab

Demostracién
1.
(b—a)+a = b+(-a)+a

b+ ((—a)+a)
b

y b — a es el Gnico entero que satisface la ecuacion x + a = b, ya que si n
es solucibén se tiene n + a = b, luego

n=n+0=n+a+(—a)=b—aesdecirn=>b—a

2. 1)

a—b—c+(b+c) = a+(—c)+(=b)+b+c
= a+(—c)+0+c
= a, es decir
a = a—b—c+ (b+c)y en virtud de 1, esto significa que

a—((b+c) = a—-b-c
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ii) Por i) se tiene que

a—((b—-c) = a—(b+(—0))
= a—-b-(—¢)
= a—-b+c

iii) a — ((=b)) =a+(—(-b)) =a+b
ivia+(b—c)=a+b—c

a+(b—-c) = a+(b+(-0))
= a+b+(—c)
= a+b-c
3.
ba = (b+0)-a

= ba+0a ..luego

O0a = (—ba)+ba—+0a
—(ba) + ba
= 0, esdecir 0a =0

Por conmutatividad de la multiplicacién a-0=0-a = 0.

4. alb—c)+ac=a((b—c)+c)=a(b+0)=ab+a-0=ab.
Luego a(b — ¢) = ab — ac es propiedad 1.

5. a(-b)=a(0—b)=a-0—ab=—ab
6. (—a)(—b) = —(a(—=b)) = —(—ab) = ab

Conviene destacar, nuevamente, el hecho que las propiedades 1, 2, 3, 4, 5y 6
son véalidas en anillos cualesquiera, es la ley de cancelacion para la suma:
Sia+b=c+b, entonces a = c.

Antes se mostré que 0 = [1,1] y que 1 = [2, 1]. Demostrar que

p,d) =0 <= p=gq
p,df=1 <= p=q+1

Ahora mostraremos que Z es efectivamente una extension de N en el sentido
que Z contiene una “copia” de N. Mas precisamente, esto significa que hay una
inyeccion h : N — Z que respeta las operaciones en N, es decir: h : (n +m) =
h(n) + h(m) y h(n-m) = h(n) - h(m).

Esto permite traducir en Z toda la propiedad que se verifique en N efectuando
todo tipo de operaciones con los f(n) en f(N) en lugar de hacerlo con todos
los n € N . En buenas cuentas, esto da motivo para identificar a los n € N con
f(n) € Z, usando si se desea la misma notacién para ambos elementos, ya que
desde el punto de vista algebraico no hay diferencia salvo la distinta notacién
para cada uno de ellos.
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Teorema 4.0.5

La Aplicacion

h:N — Z
n — [n+1,1]

es una inyeccion “respetuosa” de la estructura algebraica de los naturales, o
sea,

h(n+m) = h(n)+ h(m)
h(n-m) = h(n)-h(m)

Demostracién: h es inyecciéon porque si h(n) = h(m), entonces

[m+1al]:[n+1al]

Luegom+1+1=n+1+1, por tanto m = n.

O sea, h(n) = h(m) = n=m.

h respeta la suma, ya que h(n+m) = [n+m+1,1] = [n+m+1+1,14+1] =
[n+1,1]+ [m+ 1,1] = h(n) + h(m). Luego h(n + m) = h(n) + h(m).

h respeta el producto h(nm) = [nm+1,1] = [nm4n+m+14+1, n+m+1+1] =
[n+1,1] - [m+ 1,1] = h(n) - h(m).

Existe algo que nos estd incomodando en este proceso de construccién de Z,
y es que los elementos de un subconjunto tienen la forma [n + 1,1] con ne N.
Esta forma “compleja” de notacién serd reemplazada por una mas sencilla, y
consiste en reemplazar este elemento simplemente por un n € N, dicho de otra
forma, la identificacion se llevard a cabo de la siguiente manera:

Se forma entonces el conjunto Z — h(N), es decir, "sacar" de Z el conjunto
h(N), donde los elementos de h(N) son de la forma [n + 1,1]. Ahora en el lugar
dejado libre por h(n) en Z se pondran elementos n € N y se consideraran ahora
como elementos de Z. Ahora bien, si se desean efectuar operaciones con n y otros
elementos de Z, hacerlas como se hacian con h(n), es decir, paran € N, r € Z.

Sépase que las propiedades de suma y multiplicacion de los elementos con la
formaln+1, 1] estan demostradas y son bien definidas, por ende si este es reem-
plazado por un n € N simplemente pasaran a tener también esas propiedades.

de esta forma tenemos que n +r = h(n) + r ademés nr = h(n) - r

Con esta identificacion (igualacion o correspondencia de unos elementos con
otros) N pasa a ser propiamente un subconjunto de Z, y claramente se verifica
param, n € N, que m+n y m-n son elementos de N. Ademas si o = [p, q] para
ciertos p, q € N. Luego

a=[p,ql = [p+1+1, ¢+1+1] = [p+1, 1+ 1, ¢+1] = [p+1,1]=[g+1, 1] = h(p)—h(q) (*)
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se sabe que (a,b) ~ (¢,d) <= a+d = b+ ¢, entonces en el enunciado
anterior nos esté diciendo que

p+1,1]+[l,¢g+1] ~ [p+1,1]—[¢g+1,1]
p+1+1,q+14+1 ~ [p+1—-¢q,1-1]
P+2,9+2] ~ [p—q0
estos dos elementos son congruentes pues
p+2+0 = qg+2+p—gq
p+2 = p+2quedando demostrada la igualdad (x)

Para llevar a cabo la simplificacién de notacién podemos decir que

a=p—q
Claramente esto nos presenta un elemento nuevo ya que esta dando la posi-
bilidad de que todos los elementos de Z puedan ser resultado de la resta, lo que
no ocurre siempre con N.
Por dltimo, por la forma de definir h, es claro que la Unidad de N se identifica
con la Unidad de Z, ya que h(1) = [2,1] = 1, la unidad en Z. Resumiendo todo
esto, se tiene el

Corolario 4.0.1
Mediante la inyeccién

N — Z
n +— [n+1,1]

N se identifica con un subconjunto de Z, tal que cada entero es el resultado
de una resta entre dos ntmeros naturales y la unidad de N se identifica con la
unidad en Z. Ademas, para p,q € N, p — ¢ € N si y solo si p > ¢. En tal caso
p — q es el (tnico) namero natural d que verifica p = ¢ + d.

Demostracion Es necesario comprobar so6lo la segunda parte. Seap > gen N,
es decir, p = ¢ + d para cierto d nimero natural. d es inico con esta propiedad,
en virtud de la ley de cancelacién. Luego

p—qg=deN

Reciprocamente, si p — ¢ € N entonces p — ¢ = d para algin d € N. Luego
p=gq-+d,osea, p>q. QE.D.
Notese que dado @ = [p, g]€ Z hay solo tres posibilidades para la pareja p, ¢:
i)p > g = a = h(d) = d (por reemplazo), donde p = ¢ + d.
En este caso a € N.
i)p=qg=a=[pp =0€Z
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ili) p < ¢ = a=[p,q] = [¢,p] = —h(r) = —r (por reemplazo), donde r € N
satisface ¢ = p +r.

Ademas estas propiedades de « son independientes de la eleccién de repre-
sentantes para la clase de equivalencias, o sea, estas propiedades siempre se van
a cumplir independiente del elemento de la forma [p, q] = @ que tomemos. En
efecto, si « = 0 € Z y « tiene la representacion|[m, n], entonces [m,n] = [1, 1],
es decir m = n. Por otra parte si « = [p,q] = [m,n] conp > ¢, entonces
p+n=m+ q implica que m > n, ya que en la pareja de naturales (m,n) hay
solo tres posibilidades: m = n,m < n,m > n y las dos primeras son claramente
imposibles como se explicé anteriormente. Luego se tiene el

Teorema 4.0.6

N C Z verifica la siguiente propiedad:

l.a,beN=a+beNyabeN.

2.a€Z=a€Noa=00-a€eN

y cada una de estas alternativas excluye las otras dos.

DEFINICION: N C Z (por tener las propiedades 1 y 2 del teorema anterior)
se llama conjunto de los enteros positivos.

Observacion 4.0.3

Cada vez que en un anillo se pueda definir un conjunto de positivos, se puede
definir un orden "respetuoso" de la estructura algebraica, en un sentido analogo
al del teorema 3.0.8. Para este efecto se pone: a,b € Z: a <b <= b—a € N.

Por lo dicho antes se tiene la forma inmediata.

Ha<byb<c < a<c

ii) Para a,b € Z rige una y solo una de las tres posibilidades: a <boa =15
0 b < a (ya que b — a satisface la parte 2 del teorema 4.0.6).

DEFINICION: Sean a,b € Z

a<b << a<boa=b

a < b selee, a es menor o igual que b.
Teorema 4.0.7

La relacion < es relacién de orden total sobre Z, “respetuosa’” de la estructura
algebraica de Z, es decir,

1. z<y z2€l = x+z<y+z

2. <y 0<z = zz<yz

Demostracion: I Para demostrar que < es de orden se demostrarédn tres
propiedades, reflexividad, antisimetria y transitiva.

i)rx€Z=x=x= 2 <z (reflexividad)

i) z <y, y <z = x =y, ya que cualquier otra alternativa para la pareja
x,y es imposible. (antisimétrica)
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iii) z <yey < z= 1z <z (transitividad) porque si hay un signo igual todo
es claro. Si los dos signos son < el resultado surge en forma inmediata de la
definicién.

Por ultimo, dados a y b enteros, se tiene quea—b € Noa—b=00b—a € N,
por el Teorema 4.0.6. Luego b < a0 a = bo a < by solo una de estas alternativas
es valida. De esta forma < es orden total sobre Z.

II. 1) Sea z < y, z entero. Entonces,

(y+z2)—(x+2)=y—x €N

Luego z + 2 <y+ =2

Ademas si x = y, entonces x+2z = y+z. O seax < y, z entero = z+z < y+=z.

2) Si alguno de los signos < es = en la hipétesis, en la conclusion el signo es
=. Si ambas son desigualdades estrictas se tiene: y — z, z € N, luego zy — za =
z(y — x) € Ny, por tanto, zz < zy.

Observacion 4.0.4

Lo mismo que en teorema 3.0.8, la demostracién anterior dice mas que el
enunciado del teorema.
En efecto, la demostracion afirma que si x, ¥y, z son enteros, entonces:

r<y= x+z<y+t+z
rT=yY=> T+z2=yY+=z
rT>yYy=> Trt+z>y+z

Luego los reciprocos (o sea < ) de cada uno de ellos son validos, es decir,
cada implicacion es realmente una doble implicacion.

Analoga observacion rige para el producto, es decir, si z,y son enteros y
z > 0, entonces

r<y= xy<yz
rT=Yy= Iz=yYz
T>Yy= ITzZ>Yz

Ademés valen en Z propiedades anédlogas a las de los niimeros naturales tales
como:

1.z <y, y<z = x<z
2.z <y, y<z = x<z
.rx<y, z2<u = z+z<y+tu
4. z <y, z<u = z+z<y+tu
5. ¢ <y, z<u = zxz+z2zZ<y+u

Finalmente, si se llaman positivos a los enteros mayores que cero y negativos a
los enteros menores que 0, se tiene el
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Teorema 4.0.8

El orden < en Z coincide en N con el orden < definido en el capitulo anterior.

Demostracion: Sean m,n nimeros naturales:

m=nenN=m=nenZ

m<nenN=n=m+ppara algin p natural =n—m=peN=>m<n
en Z.

Ademasn e N <= n—-0=n €N <= n > 0. O sea N = conjunto de los
enteros positivos.

Observacion 4.0.5

1) El principio de induccién rige sobre el conjunto de los enteros positivos.
en particular, todo subconjunto no vacio de enteros positivos TIENE un menor
elemento.

2) De acuerdo con la interpretacion grafica para los productos cartesianos, los
enteros pueden representarse geométricamente, donde cada entero es una colec-
cion de puntos de la red NxN, sobre una recta de la misma direccién que la bisec-
triz del cuadrante. Dicha bisectriz contiene la clase 0, las rectas sobre ella contie-
nen los enteros negativos y las rectas del semiplano inferior los enteros positivos.
Si no se desea tomar en cuenta el origen de los enteros como par ordenado, es més
simple representarlos directamente en un eje, los positivos a la derecha del cero y
los negativos a la izquierda.

Demostracion:

1. Probar que si z,y,2 €Z, 2 <0,z <y < xz > yz.
Six<y=r+n=y

r+n = yconnéeN
(x+n)-z = yz
rz+nz = yzsesabe quenz<0= —nz>0
rZ+nz—nz = YZ—Nnz
xz+ (nz—nz) = yz—nz
zz+0 = yz—nz por inverso aditivo
rz = yz+mconméeN

Sizz=yz+m=yz<zz

2. Probar que 22 > 0 para todo entero x # 0. Es decir Z no contiene divisores
de cero.



CAPITULO 4. LOS NUMEROS ENTEROS. 40

RESUMEN: Z, conjunto de los enteros, con suma y producto es un anillo con-
mutativo unitario, sin divisores de cero, que contiene a los niimeros naturales.
Ademas la relacion “x < y si y —x € N” es un orden total sobre Z, “respetuoso”
de la estructura algebraica y tal que N es exactamente el conjunto de los enteros
positivos, con el que se define una particion de Z de la siguiente manera:

Z=NU{0}U—-N donde —N={-n;n e N}



Capitulo 5

LOS NUMEROS
RACIONALES.

Los numeros racionales aparecieron para dar solucion a los defectos que
presentan los niimeros naturales y los nimeros enteros, pero ;jcudles eran estos
defectos?.

En el caso de los nimeros naturales no siempre es posible realizar la resta y
la divisién, y en el caso de los nameros enteros no siempre es posible realizar la
divisién en este caso dar solucién a la ecuacién cx + a = b.

Es por esto que es necesario definir un conjunto numérico que incluya a los
nimeros enteros y respete su estructura algebraica y de orden.

El punto de partida ahora es el conjunto ZxZ*, donde Z* = Z — {0} =conjunto
de los enteros no nulos. En el conjunto, Z x Z*se define la siguiente relacién
(a,b) ~ (a1,b1) < aby = apb.

Teorema 5.0.1

La relacion ~ en Z x Z* es relaciéon de equivalencia.

Demostraciéon: Se ve facilmente que la relacion es refleja pues (a, b) ~ (a,b) &
ab = ba = (a,b) ~ (a,b).

Si es refleja se cumple que (a, b) ~ (a1,b1) = (a1,b1) ~ (a,b)

en efecto (a,b) ~ (a1,b1) = aby = ba; = ba; = aby = a1b = bja =
(al,bl) ~ ((l, b)

Finalmente para demostrar la transitividad, es cierto pues si

(a, b) ~ (al, bl)(al, bl) ~ (CLQ, b2) = ab1 = albalbg = agblablbg = albbg = albgb = agbblabgbl = agbbl

41
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Esto implica que aby = asb, es decir, (a,b) ~ (az,by). DEFINICION: Z x Z*/ ~,
conjunto de las clases de equivalencia. se llama conjunto de los nimeros racio-

nales y cada clase de equivalencia se
Notacion: Q para Z x Z/ ~.

x
— para la clase de equivalencia C

Igual que antes, se desea dar a Q

llama (namero) racional.

o) = 1(a,b) € Z X Z*, (a,b) ~ (2,9)}

una estructura algebraica, definiendo una

suma y un producto entre las clases de equivalencia. Para ello se anota:

+

SRS SN I
SRR

U+ Yyu

yv
ru

yv

Claramente y, v # 0. Ademéas puede comprobarse que estas operaciones estén

bien definidas, es decir, se verifica:

x U
v o x T
y v = —4+1
ot S Yy 0
Y1 U1
r Iy
Yy U
La primera se comprueba asi:
Y u ry U1
La hipoétesis con — = — =
y v Y1

por tanto

u U1
v U1
u Uy
U1
. . TV — Yu = 0
implica que
101 —y1ur = 0

zv—yu=0 = zvyiv; —yuyv1 =0

ziv1 —y1ur =0 = vy —yiuyv =0

de ambas expresiones se obtiene:

VY101 — Yyuy1v1 + T10U1Yv — Yy1u1yv
TUY1V1 + T101YV
(ry1 + yx1)vvy

es decir:
Y1 + yr1 uv1 + ULV
Yyy1 VU1
r X7 U Uy
Yy Y1 v V1

La segunda se comprueba asi:

La hipoétesis implica que

101

0
Yyuy1v1 + Y1u1yv
(uv1 + W)Yy

YU
Y1uy
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por tanto, zxjvv; = (zv)(z1v1) = (yu)(y1u1) = yyiuus, es decir:

T T TX1  UU U Uy

Yy a_ Yy VU1 v U

Luego de quedar definida la suma y el producto en QQ es necesario demostrar
que estas operaciones satisfacen nuevamente todas las propiedades «deseablesy
v que el conjunto Q extiende a Z con su estructura algebraica y de orden.

Teorema 5.0.2

@ con la suma y producto definido antes, es un cuerpo.

Demostraciéon: 1. Asociatividad:
T w1\ T2 xT1 X2 (zx1) w2 _ x(x122)
Yy N Y2 YY1 Y2 (yy1)y2 y(y1y2)
X XT1T2 _ X X1 X9
Y Y1Yy2 Yy Y1 Y2
o0 sea, la asociatividad del producto en Q surge de la asociatividad del producto

en 7
de similar manera para la suma:

f_'_ T1 " T2 Y1+ T1Y n T2 THY2 T T1yye + Tyt
¥y n Y2 Y Y2 Yy1y2
z T t2) _ T (21 +To2y1\ TY1Y2 + T1y2y + Tay1y
) Y1 Y2 ) Y1y2 YYy1Y2

) X X T2 X X1 X2
de lo anterior se concluye [ -+ — | + —=—4+ | —4+ —
Yy Y2 Y Y1 Y2

2. Conmutatividad:

I Ty 1T T

Yy oy oYy iy Y
Ademaés

r T Y1 + Yy T +x x x
T M _wtyn piztny  n @

y Y ny vy
3. Neutros:
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0 1 a

0
1. Delas definiciones de suma y producto en Q se tiene que 13 y 13 con
a a

a # 0 la cuales son identidades para la suma y producto respectivamente,
la notacién para estas identidades es 0 y 1.

. r l-x = a x a-x =
Unejemplo: -+ —= —=—0 -+ —= — = —
ly 1y y ay ay y
0 = 0.y+xz-1 O04+z =
1y -y y Yy
4. Distributividad:
zfu r T us+rv xus+Trv  TUYS + TTYV
y\v s oy vs YUs - YUUS
_xu xr oz ou x0T
oy ys oy vy s

Por conmutatividad, ya probada, resulta la distributividad por la derecha.
5. Opuestos:

x x x
El opuesto aditivo de — es el elemento —— y el opuesto multiplicativo de —,
Yy Yy Yy

con z # 0, es el elemento 2
z

Observacion 5.0.1
1) La eleccion de 0 y 1 es tnica, en el siguiente sentido:

x
— es el neutro aditivoen Q = x =0

x
— es el neutro multiplicativoen Q = z =y

Y

2) Por ser Q cuerpo y, por tanto, anillo, se verifican en él todas las propie-
dades enunciadas en el Teorema 4.0.4 . Ademas se tienen propiedades para la
" division” andlogas a la resta establecida en el TEOREMA 4.0.4 a saber:

Teorema 5.0.3

Sean a,b,c racionales. Entonces:
1. b # 0 = ab~! es el tnico racional que verifica (ab~!) - b = a. Es decir,
x =ab~! siy solo si zb = a (x se llama el cociente de a por b).
2. (b H)t=0p
(be) b =b"tct
a(be) = (ab™ 1) (c™h)
Demostraciéon: 1) (ab=!)b = a(b™'b) = a-1 = a, luego ab™! satisface la

ecuacion xb = a. Ademas z es el unico, ya que si suponemos u otra solucion se
tendria
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xb =ub

Luego z = z(bb™ 1) = (zb)b~! = (ub)b™t = u(bb~ 1) = u

2) El resultado anterior deja como el anico racional b que satisface la ecuacion
xb~1 = 1. Luego b =z = (b~1)~, es decir, (=)~ = b.

Para demostrar la segunda parte se observa que (be)b~tc™! = (bcb™1)e™t =
(bb=1c)e ™t =1-cc™! =1, es decir,
esto resulta de la asociatividad y conmutatividad

(be) P =c ot =b"tet

La tltima a(bc)~! = ab~'c™! resulta de lo anterior y por asociatividad.

Igual que en el caso de N con respecto a Z, necesitamos ahora mostrar que Q
“extiende” a Z con su estructura algebraica y de orden. Es decir, hay que probar
que Q contiene una “copia” de Z, que permite identificar Z, con un subconjunto
de los racionales.

Teorema 5.0.4

La aplicacién ©:Z — Q

’ x
r =T = —

es una inyeccién ‘“respetuosa” de la estructura algebraica de los enteros, es
decir,

x/_’_y/
(xzy) = o'y

—
8
-+

N

Il

Demostracién: i es inyeccion , porque si ' = ¢/, entonces — = =. Luego
1 1

x-1=1" 1y, es decir, x = y.

T+ r-14+1- T
i respeta la suma, ya que i(z+y) = v 11 v I+% =i(z)+i(y).
y .
x x x
i respeta el producto, ya que i(zy) = _ —yl =7 %: i(z)i(y).

Igual que antes, esto permite identificar x € Z con 2’ € Q y considerar
entonces los enteros como un subconjunto de los racionales. Se tiene que la suma
y producto de dos enteros (en Q) es un entero. Ademas el cero se identifica con
el cero y la unidad con la unidad.

a
Si a es un nimero racional se tiene o = 7 con a,b enteros, b # 0.
a a 1 ) s
715 i(a)i(b)~*, por lo que después de hecha la identifi-
cacién, puede escribirse simplemente asi:
o = ab~! Para encontrar la solucién a la ecuacién xb = a es necesario utilizar
la definicién anterior pues a = ab~! es su tinica solucién. Se puede escribir

Luego: a =
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u
cualquier racional con u, v, enteros, v# 0, — como la solucién tnica de cualquier
v

u
ecuacion ademéas de que v = v | —=wv~! |, con w,v nimeros enteros que
v

definen un ntmero racional. Esta notacién define a v como el numerador y a v

. ., u . .,
como el denominador de la fraccién —, y siempre que se tenga esta fracciéon, para
Y

no redundar en la notacién se supondré implicitamente desde ahora en adelante
que v # 0. En otras palabras, en este punto podemos cambiar facilmente el

a
sentido de la representacion o = 7 para un nimero racional. En efecto, en

a
virtud de los dicho antes o = 7= ab~! sera la tnica solucién de la ecuacion
xb = a. Podemos, entonces, consensuar en escribir, para cualquier u, v racional

u U
como —, esta sera la solucién tnica de la ecuacién y v = u. Es decir, — = uv ™.
v v

Teorema 5.0.5

Sean u, v, uq,v; racionales en que v y vy son distintos de cero.

Entonces:
u U1
1) —= — & uvy = wv
v U1
2) U U uv] + ULV
v V1 VU1
U U U ) . U nu
3) —- — = — en particular si n es entero n - —= —
v v VU1 v v

Teorema 5.0.6

Mediante la inyeccién i :Z —Q

n

n HT
Se identifica Z como un subconjunto de @, en el que cada namero racional es
cociente de dos numeros enteros, ademas la unidad en Z se identifica con la
unidad en Q y el cero en Z con el cero en Q. Ademéas para p, q enteros, g # 0,

p . P .
— es entero si, y sélo si, p = rq para algin r entero.
q

Demostraciéon: La primera parte es un resumen de lo dicho desptes del Teo-
rema 5.0.4

La segunda parte es obvia. Se debe mostrar que Q posee una estructura de
orden que prolongue el orden de Z(C Q) . Para ello, empezamos por definir el
conjunto Q7 de los racionales positivos de la siguiente manera; racional:

x
—-€Qtezy>0enZ
Yy
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u X
La definicién no es ambigua, ya que si — = — y xy > 0 en Z, entonces
v Yy
uy = vr. Luego (uv)(zy) = v22% > 0 por el ejercicio del Teorema 4.0.3, ya que
x # 0. (por ser zy > 0 ). Es decir, (uv)(zy) > 0, y como zy > 0, entonces
uv £ 0, es decir, uv > 0.

Teorema 5.0.7

QT C Q verifica las siguientes propiedades:
l.a,bcQt =a+b,a-bcQF.
226€Q=acQtoa=00—acQt.

De estas tltimas cada una excluye a las otras.

.2 I
Demostracion: Sean a = 5, b=—enQ
Y
1. Si a y b son racionales positivos, entonces zy > 0, x1y; > 0 en Z.

Ty 1y Yyt + Ty’

2.2
Y1 Yyi
(xyy? + T1919°)y?y? > 0 en Z.

Luego a + b = es positivo, ya que

T
Por otro lado ab = —* es positivo, ya que (zz1)yy1 = (xy)(x1y1) > 0 en Z
Yy

x
2. a = —. Se sabe que zy en Z verifica por ley de tricotomia, solo una de las

siguientes alternativas.
i) xy > 0, luego a € QT
i) zy = 0, luego x = 0 porque y # 0. Asi a =0 en Q
iii) 2y < 0, luego (—z)y = —(zy) > 0,0 sea, —a = =* € QT.

Observacion 5.0.2

En el caso de los enteros se definié un orden en base a un conjunto de positivos
N que satisfacia exactamente las condiciones 1 y 2 del teorema anterior.
Luego, por analogia, podemos escribir para a, b nimeros naturales

a<b & b—a €QF
a<b & a<bd o a=b

Como en el caso de Z se probaron todas las propiedades de orden basédndose
exclusivamente en la estructura de anillo y en las propiedades 1 y 2 del conjunto
de los positivos, podemos, por simple repeticién de los procedimientos y métodos
alli empleados, garantizar la validez inmediata de la primera parte del

Teorema 5.0.8

La relacién < es la relacién de orden total sobre el conjunto de los racionales,
“respetuosa” de la estructura algebraica de Q, es decir, para x, y, z racionales se
verifica:

lLa<y=z+2<y+=z.
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2.z <y, 0<z=>zz<yz

Ademas, después de efectuar la identificacion que permite hacer Z C Q, el <
definido antes es el inico orden en QQ respetuoso del algebra de Q que preserva
el orden en Z.

Demostracion: Es necesario demostrar solo la segunda parte:
i) El orden en Q respeta el orden en Z. En efecto, si m,n son enteros tal
que m < n en Z, entonces n —m > 0 en Z. Luego (n —m) -1 > 0 en Z, o sea,

n—m
> (0en Q.

n_m
Por tanto, 0 > —en Q, es decir, m < n en Q.

ii) Si <’es una relacion de orden en Q que cumple las condiciones del teorema,

. ;T 2 ;T 2 2 . X
setiene0 < —=0=0-y* < —-y° =2xy, ya que y= > 0. Es decir, 0 < —. El
Y Y Yy

x x
reciproco 0 < — = 0 <’ — se verifica andlogamente. Luego:
Y Y

0<f e o<t
y y

es decir, el orden <’ coincide con el orden <.
Observacioén 5.0.3

Igual que en el caso de los enteros, rige aqui para x, y, z racionales los siguiente:
1) =z < y & z42 < y+z
2) x = y & x4+z = y+z
3) z > y & x+z > y+z
Si, ademas, x > z, tenemos:
4) z < y & zz < yz
5) x = y & 22 = yz
6) z > y & xz2 > yz
Por ultimo, valen en Q, propiedades ya probadas para los naturales, tales
como:

N oz <y, y < z = x < 2.
8) = < v, y < z = x < z
9) =z < vy, z < u = zx+z < y+u
10) =z < y, z < u = z+z < y+u
11) =z < y, z < u = xz4+z < z+u

Teorema 5.0.9
Para x, y racionales cualesquiera se verifica:
L [z] >0 ylz| = |- 2|

2. jz|=0c2=0
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3. —lz| <z < |z
4. Si x > 0,entonces , para z € Q
z| <z e —x<z<zx

5. |z +y| < |z| + |y| (desigualdad triangular).

6. [] = |yl < [lz| = [yl < |z —y]

7. |lzyl = |z[|y]
z| |z )
—|=— siy # 0.
yl oyl

Demostracion: En casi todas estas propiedades es indispensable ponerse en
las tres alternativas posibles para u € Q:

u>0 o u=0 o u<O0

Lz>0=z[=2>0y |z]=2=]|—1
r<0=|z|l=—2>0 y |z|=—z=|z]
es decir, en todo caso |z| >0 y |z|=|—z| .

2. = 0 = |z| = 0 por definicion. Ademads, si || =0 y z # 0, entonces
x> 00 x < 0. Luego:

x>0
O=lz|=<% o

—x <0 contradiccién

3. Si x >0, entonces |z| = z, luego

—|z]=—2z <0< z=|z
Es decir, —|z| < x < |z|. Si « < 0, entonces |z| = —z, luego —|z| =z <
0 < —z = |z|. Es decir,
—lz| <z < ]

O sea, en todo caso —|z| < z < |z|.

4 |z| <z,2 > 0= —x < —|z]| < |z] <2 = —x < z < 2. Reciprocamente:
sea —x < z<uzx si z>0,entonces |z] =z < x.
Si z < 0, entonces |z| = —z < x. Es decir, en todo caso |z| < z.
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5. Por la demostracion anterior solo queda demostrar —|z| — |y| <z +y <
|z| + |y|. Pero esto es inmediato al considerar las desigualdades

||
lyl,

—|z|
—ly|

INIA
INIA

x
Y

Si se suman miembro a miembro produce el resultado deseado.
6. Para establecer ||z] — |y|| < |x — y|basta mostrar que:

—lz =yl < x| = |yl < |z -yl

0 sea que
2] <z —y|+ |yl

yque
Iyl < |y — 2| + |z = |z — y| + ||

Estos resultan de 5,

v = (r-y)

+ Yy
y = (-2 + =

Por otra parte, |z| — |y| < ||z] — |y|| resulta de 3.
Luego:
|z = [yl < llz] = ly[| < [z —y]

7. Sixz >0,y >0, entonces
|yl = zy = |||y

Analogamente, si x < 0 e y < 0.
Solo queda comprobar el caso de uno positivo y el otro negativo. Sea

x> 0,y <0, es decir, |z| = z,|y| = —y. Como zy < 0, se tiene |zy| =
—zy = x(—y) = |z||y|.Luego, en todo caso |zy| = |z||y|.
o - || || . |z|
8. z=—-yy#0=|z| =" |y|,0sea — = —.
y [l lyl Iyl

Teorema 5.0.10

Sean a,b nimeros racionales.

1. Si a < b, entonces hay al menos un ¢ racional tal que a < ¢ < b.

Esta es la conocida propiedad de la densidad del conjunto de los racionales,
o sea siempre entre dos racionales habra otro racional.

2.51 0 < ay b esracional cualquiera, entonces hay n entero positivo tal que
na > b.
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Demostracion: 1) a<b=a+a<a+bya+b<b+bd.
O sea, 2a < a+b < 2b. Multiplicando la desigualdad por un nimero positivo

1 . a+b
fsetlenea<T<b.

2)Sib<000<b< a, bastaponer n =1y se tiene el teorema. Luego basta
x u

considerar el caso 0 < a < b. Sean, entonces, 0 < a = — < b = —, y sin pérdida
v

Y
de generalidad puede suponerse z, y, u, v enteros positivos. Es claro que

T xu U yu
aQ=—=—1Y b = —-=—
Yy o yv v yv
O sea que, de partida, puede suponerse que la representacion de a y b tiene
denominador comin. Sea

ol

=ry=>y=>-=>b

o sea, na > b.

Por tener la propiedad 2, se dice que Q es un cuerpo arquimédico o también
cuerpo arquimediano.

RESUMEN: Q conjunto de los ntumeros racionales, con suma y producto
es un cuerpo que contiene (y extiende algebraicamente) a los enteros. Ademaés,
hay un (dnico) orden en @, respetuoso de la estructura algebraica de Q (véase
Teorema 3.8) y que extiende el orden de los enteros.

Finalmente, Q es un cuerpo ordenado arquimédico.
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