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Resumen

El Algebra Lineal permite y también impulsa a combinar de modo muy satisfactorio dos ele-
mentos de la matematica: la abstracciéon y la aplicacion, es por esto que el tema del seminario es
Algebra Lineal con Aplicaciones.

En el presente texto se pretende mostrar algunos topicos de Algebra Lineal, siguiendo un nivel
creciente de complejidad, los que se han organizado por capitulos de tal modo que al final de cada
capitulo hay una seccién de aplicaciones. Los topicos se han diferenciado en seis capitulos: Sistemas
de Ecuaciones, Matrices y sus propiedades, Espacios Vectoriales, Espacio con Producto Interno,
Valores y Vectores Propios y Programacion Lineal. Todos comienzan con una breve introduccion al
tema, luego se definen algunos conceptos, en algunos casos se enuncian propiedades o proposiciones
y se citan teoremas los cuales en su mayoria fueron demostrados.

Las aplicaciones son de distinta naturaleza; en el primer capitulo hay una aplicacién en Circuitos
Eléctricos y en Flujo de Trafico, en el segundo capitulo las aplicaciones son en Criptografia, Seriacion
en Arqueologia, Sociologia y Cadenas de Markov, en el tercer capitulo se aproximaran curvas por
medio de polinomios, en el cuarto capitulo se aproximaridn funciones por medio de polinomios
y polinomios trigonométricos, en el quinto capitulo las aplicaciones son en Formas Cuadréticas,
un ejemplo de Crecimiento Poblacional, una aplicacién a la Meteorologia y Sistemas Oscilantes;
finalmente en el sexto capitulo se muestra un ejemplo de Programaciéon Lineal a la Nutricion.
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Abstract

Linear Algebra allows and also it impels to combine of very satisfactory way two elements of the
mathematical one: the abstraction and the application, are by which the subject of the seminary
is Algebra Linear with Applications.

In the present text it is tried to show some topics of Linear Algebra, following a level increasing
of complexity, those that have been orgnanizado by chapters in such a way that at the end of each
chapter there is a section of applications. The topics have been different in six chapters: Vectorial
systems of Equations, Matrices and their properties, Spaces, Own Space with Internal Product,
Values and Vectors and Linear programming. All begin with a brief introduction to the subject,
soon define some concepts, in some cases properties are enunciated or proposals and mention
theorems which in their majority were demonstrated.

The applications are of different nature; in the first chapter there is an application in Electrical
Circuits and in Flow of Traffic, in the second chapter the applications are in Cryptography, Seriacion
in Archaeology, Sociology and Chains of Markov, in the third chapter will come near curves by
means of polynomials, in the fourth chapter will come near functions by means of trigonometrical
polynomials and polynomials, in the fifth chapter the applications are in Quadratic Forms, an
example of Population Growth, an Oscillating application to Meteorology and Systems; finally in
the sixth chapter an example of Linear programming is the Nutrition.
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Introducciéon

Muchos cursos de la formacion de especialidad de los estudiantes de Pedagogia en Educacion
Matematica se quedan principalmente en lo teérico, dejando de lado las aplicaciones tanto en
Matematica como en otros campos. Tal motivo es el que mueve a los alumnos-tesistas a presentar
este seminario: Algebra Lineal y con Aplicaciones, que puede ser de caracter interesante tanto para
docentes que ya se encuentran ejerciendo, como para estudiantes secundarios o de pregrado que
tienen nociones de los conceptos basicos del Algebra Lineal; esto porque su nivel de complejidad
es en forma creciente; desde una aplicacion en Circuitos Eléctricos donde se utilizan sistemas
de ecuaciones; hasta una aplicaciéon en Programacion Lineal donde se utilizan algunos conceptos
aprendidos en Ensenanza Media (inecuaciones lineales de dos incognitas), algunas nociones de
calculo y finalmente algunos conceptos de Algebra Lineal.

Es importante mencionar que la historia del Algebra Lineal Moderna se remonta a los afios
de 1843 cuando William Rowan Hamilton (de quien proviene el uso del término vector) cre6 los
cuaterniones; y de 1844 cuando Hermann Grassmann publico su libro Die Lineare Ausdehnungs-
lehre, con lo cual se da inicio al estudio de numerosas areas en donde el Algebra Lineal toma gran
importancia.

El Algebra Lineal tiene sus origenes en el estudio de los vectores en el plano y en el espacio
tridimensional cartesiano. Aqui, un vector es un segmento, caracterizado por su longitud (o magni-
tud), direccion y sentido (u orientacion). Los vectores pueden entonces utilizarse para representar
ciertas magnitudes fisicas como las fuerzas, pueden sumarse y ser multiplicados por escalares; for-
mando entonces el primer ejemplo de espacio vectorial real. Estas fueron las primeras conclusiones
con las cuales, se comienza a considerar otros campos de estudio. Definiéndose hoy en dia Algebra
Lineal como la rama de la Mateméatica que concierne al estudio de vectores, espacios vectoriales,
transformaciones lineales y sistemas de ecuaciones lineales, entre otros.
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CAPITULO 1

Sistemas de Ecuaciones

1.1. Introduccion

La motivacion fundamental para el estudio de Matrices se basa en el anélisis de la solucion de
Sistemas de Ecuaciones Lineales. Los algoritmos que simplifican la busqueda de soluciones estan
basados en representar dichos sistemas por medio de una matriz y trabajar con las ecuaciones por
medio de operaciones elementales en la matriz que lo representa.

En las secciones (1.2), (1.3), (1.4) v (1.5) comenzaremos definiendo conceptos basicos como
Sistemas de Ecuaciones y Tipos de Soluciones, Matriz, Operaciones Elementales, entre otros.

En la seccion (1.6) analizaremos un método para resolver sistemas de ecuaciones lineales por
medio de su representacion matricial: la Eliminaciéon Gaussiana. La idea subyace en manipular
matrices por medio de operaciones de filas hasta llegar a la forma escalonada reducida de dicha
matriz y finalmente utilizar sustitucion regresiva para encontrar todas las soluciones.

En la dltima seccion (1.7) se mostraran aplicaciones en Clircuitos Eléctricos y Flujo de Trdfico.



2 1 Sistemas de Ecuaciones

1.2. ;Qué es un Sistema de Ecuaciones Lineales?

Definiciéon 1.1 Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones que presentan
soluciones comunes.

1.3. Tipos de Sistemas de Ecuaciones Lineales:

Definicién 1.2 (Sistema Compatible Determinado o Consistente) Fs aquel en que la so-
lucion de dicho sistema es unica.

Ejemplo 1.1

(1.1)

Figura 1.1: Solucion grafica del sistema (1.1)

este sistema tiene una unica solucion r = 3, y = —1 por lo tanto es compatible determinado

Definicién 1.3 (Sistema Compatible Indeterminado) FEs aquel en que no eriste una unica
solucion, vale decir, tiene infinitas soluciones.

Ejemplo 1.2

1
20 —-y= 4
; (1.2)
—Zy= 2

puede notar que la sequnda ecuacion es idéntica a la primera multiplicada por 2, por lo tanto
el sistema tiene infinitas soluciones



1.3 Tipos de Sistemas de Ecuaciones Lineales:

-14 -12 -10 -8 -6 -4
-2

-10

-12

Figura 1.2: Solucion grafica del sistema (1.2)

Definicién 1.4 (Sistema Incompatible o Inconsistente) Es aquel que no tiene solucion.

Ejemplo 1.3

20 — 6y = 2
r—3y= 3
5}’
4
3
/////,
) /,////,/,«*/{7
0 /’/// = ’
P e
R 1 23 4 5 & 1
1 =
T il
s o
T
/—/i{,/«"’/ 5
. -4
-5

Figura 1.3: Solucion grafica del sistema (1.3)

este sistema es incompatible



1 Sistemas de Ecuaciones

1.4. ;Qué es una matriz?

Definicién 1.5 Una matriz A de m X n es un arreglo rectangular de mn nimeros dispuestos en

m filas y n columnas

ay; a2
Q21 Q22
Qi1 Qg2
Um1  Gm2

alj
Clgj

Q1
Qan

donde los a;; se llaman elementos de la matriz y que generalmente son nimeros reales o com-
plejos. Y donde la componente o elemento ij de A, denotado por a;; es el nimero que aparece en
la fila i y la columna j de A. Por lo general las matrices se denotan con letras maytsculas.

Observacion 1.1 Si A es una matriz de m X n con m = n, entonces A se llama matriz cuadrada

y su orden es n.

Representacion de un sistema utilizando matrices

El sistemas:

a11T1 + ajppxe + ...+ A1 +

21T + Q29 + ... + A25L 5 +

a1+ apre + ...+ Q5T 4 -+

U1 T1 + QmaZo + ..+ Qi +

puede reescribirse asi:

a1l 12
G21 Q22
Qi1 G2
am1 Am2

CLU
a2j

aij

amj

a1n
Aop,

Qin

amn

e T Q1pTy

e T AopTy

e T QinTy

e AQun Ty,

T
X2

[ ,Z']

T

= b
= b

bn

osea Ae X = B donde A = [a;;] es la matriz de los coeficientes; X es una matriz columna
que representa las incognitas y B es una matriz columna que representa los términos independientes.

Observacion 1.2 Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes < tienen la misma solucion.
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1.5.

Operaciones Elementales

Una operacion elemental sobre filas en una matriz A de dimension m X n es una de las siguientes

operaciones:

Operacion tipo 1 Intercambiar la fila i, con la m

a1
a2

am1

Q12
22

A2

am2

Cblj
agj

CLij

amj

afmn

Operacién tipo 2 Multiplicar la fila 7 por un escalar A #£ 0

a1
a1

Qm1

a12
22

Q2

Am2

alj
a/2j

aij

amj

amn

B =

Operacion tipo 3 Suma A veces la fila m, a la fila i (i # m)

ari a12
a21 22
A=
a1 a2
am1  Am2
a11
@21
B =

Gm1

14
agj

aij

Amj

a12
as2

aj1 + Aam1 G + Aap

Am2

Qin + /\amn

A1n
A2p
‘ Ein(A) ~

Qi

Amn
alj
a2;

ai]’ + )\amj

am]‘

Q1n
A2

amn

a1
a1

/\ail )\UJZ‘Q

Qm1

a2
a22

a2

a12
A22

Am2

alj
UJQj

alj
CLQJ'

/\aij

Clmj

Q1n
GQ2n

Uin

a1n
Aon

/\am

amn

Notar que una matriz A de orden m x n se dice equivalente por filas a una matriz B de orden
m X n < B proviene de realizar una sucesion finita de operaciones elementales sobre las filas de A.

1.6.

Eliminaciéon Gaussiana

Consiste en reducir por filas la matriz de coeficientes a la forma escalonada por filas, luego se
despeja el valor de la tltima incognita y después se usa la sustitucion hacia atras para las demés
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incognitas.

Procedimiento:

» Anotar la matriz ampliada [A:b]

» Escalonar la matriz ampliada [A:Db|

= Resolver este nuevo sistema equivalente

Una matriz estd en la forma escalonada por filas si cumple las siguientes condiciones:

» Todas las filas (si las hay) cuyos elementos son todos ceros aparecen en la parte inferior de
la matriz.

» El primer namero diferente de cero (comenzando por la izquierda) en cualquier fila cuyos
elementos no todos son cero es 1.

= Si dos filas sucesivas tienen elementos distintos de cero, entonces el primer 1 en la fila de
abajo, estd més hacia la derecha que el primer 1 en la fila de arriba.

Cualquier columna que contiene al primer 1 en una fila tiene ceros en el resto de sus compo-
nentes. El primer nimero diferente de cero en una fila (si la hay) se llama pivote para esa fila.

1.7. Aplicaciones

1.7.1. Analisis de Redes Eléctricas

Los sistemas de ecuaciones en la fisica son una de las herramientas mas utilizadas para deter-
minar la corriente a través de varios ramales de una determinada red eléctrica, desde luego existen
méas métodos matematicos para resolverlos, de hecho el senor Gustav Robert Kirchhoff determiné
el uso de leyes para determinar la corriente de un ramal determinado, las cuales utilizaremos para
dar forma a los sistemas que resolveremos en los proximos problemas, sin embargo, antes tenemos
que considerar algunas definiciones previas.

L

£2 —— - R4

Figura 1.4: Ramal de un circuito eléctrico
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1.7.1.1. Definiciones Previas

En este tipo de circuitos es necesario introducir algunos términos:
Definicién 1.6 (Nodo) FEs aquel punto del circuito donde se unen tres o mds conductores.

Por ejemplo, los puntos C y F del circuito anterior son nodos. Las corrientes (cargas eléctricas)
pasan por los nodos pero no se acumulan en ellos. Las corrientes que llegan al nudo se consideran
positivas y las que salen de él, se consideran negativas, para los efectos de las leyes de Kirchhoff.

Definicién 1.7 (Malla o Red) FEs todo recorrido cerrado por los conductores, de tal modo que
cada uno de ellos se recorre una sola vez.

En el circuito anterior se pueden identificar las mallas ABCFA y DEFCD. En cambio, el recorri-
do ABCFEDCEF no es una malla, pues el conductor CF se ha recorrido dos veces. En la resolucién
de muchos problemas relacionados con circuitos eléctricos complejos son muy ttiles las llamadas
Leyes de Kirchhoff, que no son otra cosa que diferentes expresiones de la ley de conservacion de la
energia (en este caso, de la energia eléctrica) y de la carga eléctrica.

1.7.1.2. Leyes de Kirchhoff

1. Primera ley de Kirchhoff o ley de nodos

La suma algebraica de las intensidades de corriente en cualquier nodo de un
circuito es igual a cero.

Consideremos el esquema de la figura siguiente en la cual N representa el nudo; Iy, I, y I3
representan las intensidades de las corrientes que entran (I; e I3), e I la corriente que sale
por dicho nudo, indicadas por las correspondientes flechas. Entonces, de acuerdo al convenio
de los signos, tendremos la siguiente ecuacion:

Il_IQ+I3:0

o lo que es lo mismo I1 + I3 = I,. En otras palabras, la primera ley de Kirchhoff también
puede enunciarse diciendo que la suma de todas las corrientes que llegan al nodo es igual a
la suma de todas las corrientes que salen de él.

2. Segunda ley de Kirchhoff o ley de voltajes (o ley de las mallas)

La suma algebraica de las subidas y caidas de potencial en cualquier malla es
igual a cero.

a) Cuando se recorre la malla en direccion de la corriente a lo largo de una resistencia se
tiene una bajada de potencial, pues se va de un potencial mayor a otro menor, es decir,
en el sentido en el que convencionalmente fluye la corriente. Por lo tanto, se tiene una
bajada o caida de potencial igual a menos el producto de la intensidad de la corriente I
que circula por la resistencia misma R: -R. En cambio, si se recorre la malla en el sentido
contrario, se tiene una subida de potencial igual a +R
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in

N

VNN

Figura 1.5: Direccion de la corriente a lo largo de una resistencia

b) Cuando se recorre una fuente en el sentido de la fuerza electromotriz (), se tendra una
subida de potencial igual a +<. En cambio, al recorrer en el sentido contrario, se tendra
una bajada de potencial igual a -¢.

Por ejemplo, en la malla ABCFA de la figura anterior, aplicando la segunda ley de
Kirchhoff, se cumple que: -e9 + bR + IRz =0

Ejemplo 1.4 Considérese la siguiente red eléctrica y determine la corriente a través de cada ramal
de esta red.

12 ‘\ "E

20 voltlos

Figura 1.6: Ejemplo 1.4

Dentro de esta red eléctrica podemos identificar las baterias que son denotadas por (|I ), medidas
en voltios y también las resistencias(\/\ /\), medidas en OHMs. Una observacion que mencionare-
mos es que la corriente que entra a cada bateria serad la misma que la que sale de ella, respetando
las leyes mencionadas al principio.

Las corrientes en los distintos ramales del circuito son: I, Iy e I3. Las leyes de Kirchhoff se
refieren a las uniones (nodos) y a los caminos cerrados (mallas). Tenemos B y D dos uniones y
ademés tres caminos cerrados ABDA, CBDC y ABCDA.
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Las ecuaciones de las uniones son:

B: [1 + [2 == Ig
D: [3 Il + IQ

Despejando resulta Iy + I, — I3 =0

Luego, las ecuaciones de los caminos son:

ABDA: 4, + 113 + 4, = 12

De esto, tenemos un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas.

]1 +12 —Ig == O
4, +46, +1I; = 12
+8L, +1I3 = 20

11 =110
Que escritas en forma de matriz ampliada nos queda: | 8 0 1 |12
0 8 1 |20
Si utilizamos la Eliminacion Gaussiana se tiene:
11 —-1]0 1 1 —-1]0 1 1 —-1]0
8 0 1 |12 |Ep(-8)~| 0 —8 8 |12 |Ex(l)~| 0 -8 8 |12
0 8 1 120 0 8 1 |24 0 0 9 |36
Luego

Il+]2_]3 == 0
9I; = 36

Se tiene I3 y luego usando sustitucion regresiva obtenemos:

[3 == 4
L, = 5/2=25
L = 3/2=1,5

En efecto, las unidades son amperes. Por lo tanto la solucién es tdnica.

Observacion 1.3 Se entiende por ampere la unidad que mide la intensidad de una corriente eléc-
trica.

Ejemplo 1.5 Considérese la siguiente red eléctrica y determine la corriente a través de cada ramal
de esta red.
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Figura 1.7: Ejemplo 1.5

Observacion 1.4 Se ha considerado este ejemplo, puesto que el grado de dificultad es mayor que
el anterior, debido a que uno de sus ramales va en sentido contrario y el sistema ya no es tan
evidente.

Uniones (Nodos):

B: ]1 —|—]2 = 13
D: ]3 = ]1+IQ

despejando resulta: Iy + I, — I3 =0
Caminos:

ABCDA: I, +3I; = 16
ABDA: I, +2(—1) = 16+ (—23)

Cabe destacar que la corriente a lo largo del ramal BD esta en direccion —Iy, y el voltaje es
-22. Luego, las ecuaciones son:

Il +12 —13 = 0
Il —212 = —7
Il +3[3 = 16
Si utilizamos la Eliminaciéon Gaussiana se tiene:
1 1 —-1]0 1 1 —-1|0 1 1 —-110
1 0 3|16 1 0 3 |16 0 -1 4 |16
1 1 -1 0 1 1 -1 0
0 0 —11|-55 JEss~| 0 -1 4 16
0 -1 4 16 0 0 —11|-55
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Ig - 5
IQ —
Il - 1

Donde I; = 1 Ampere, Iy = 4 Ampere y I3 =5 Ampere.
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1.7.2. Flujo de Trafico

Considérese la red de calles del centro de ChillaAn. Todas las calles son de un sélo
sentido, las flechas indican la direccién del flujo de trafico. El flujo de trafico que entra
y que sale de esta red se mide en vehiculos por hora (vph).

Los numeros dados aqui se suponen en las horas pick 7A.M a 9A.M a media semana. En la
noche del viernes se considera un aumento en todo el trafico. Construyendo un modelo mateméatico
para analizar esta red.

Calle Arauco

290 Ase

A o H
220 —- P 250
Calle Maipdn
X1 Xs
B G
40 th 20
Xg
Calle El Roble
C F
30 ’» 360
A Calle
X3 X Constitucion
500 —— 3 600
X7

Avda. Libertad

Yg 50

Calle 5 de Abril

Figura 1.8: Flujo de trafico en las principales calles de chillan
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Union A:

Unién B:

Union C:

Unién D:

Unién E:

Unién F:

Unién G:

Unién H:

Trafico de Entrada
Trafico de Salida
= T+ Zio

Trafico de Entrada
Tréafico de Salida
= X1+ Ty

Trafico de Entrada
Trafico de Salida
= T3+ Iy

Trafico de Entrada
Trafico de Salida
= X3+ X7

Trafico de Entrada
Tréfico de Salida
= Ty + X4

Trafico de Entrada
Trafico de Salida
= X4 + xrs

Trafico de Entrada
Tréafico de Salida
= Tg + Tg

Trafico de Entrada
Trafico de Salida
= Tg + T1o

290 + 220
T —+ 10
510

T+ X9
1'2—|—40
Jfg+40

l'2+30
ZE3+178
ZE2+30

T3+ X7
500 + 30
530

50 + 600
X7+ X4
650

T4+ X3
Z5 + 360
Ts + 360

ZE5+20
Tg + Tg
ZE5+20

e + 10
250 4 30
280

Esto nos entrega el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
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Unién A: x4
Unién B: ;1 —x9
Unién C: — 9
Unién D:

Unién E:

Unién F:

Unién G:

Unién H:

‘|‘$3

T3

T4
Ty —Tp

+Zg

Tg

+x7
+ZE7

+fL‘9

+flfg

+xg

+Z9

+ZL’10

‘|‘$10

510
40
30
230
650
360
20
280

Observacion 1.5 Note que x5 = 0 debido a que el flujo de trifico en el paseo Arauco es 0.

En forma matricial el sistema se puede representar de la forma A -z = b; donde [A:b] esta dada

por la matriz

SO O OO = =

0

S OO == OO
O = = OO OO
[echlen Bl en Bl en Bl e M en J @)

0 00

_= -0 O O o oo

SO O R R, OOO

realizando las siguiente operaciones elementales por filas:

00
01
10
0 0
00
10
01
0 0

_— o O o oo o

510
40
30

530

650

360
20

280

Eoi(—1)E7g(—1) ~ Eg7(—1)Es6(—1) ~ Ez2(—1)E45(—1) ~ Ey3(—1) Eo(—1)Egs ~ Eug Ez6 ~

se obtiene la matriz equivalente:

(== el el el Mool S

[=NeleloNoNol =

(= el Nal =N

oo oo +H O oo
SO OO oo oo
S OO,k OO OO

SO R OO OO 0o

SO Rk = OO

o O

O =R OO O o oo

O =R OO O -

510
210
240
360
280
290
—260
0

Luego el sistema de ecuaciones que corresponde a esta forma escalonada reducida es:

T1 + Z10

T2
T3 + x8
T4+ T8
Te + T10
ZT7 — I8

T9 — Z10

510
210
240
360
280
290
—260
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Expresando cada variable principal en términos de las otras variables:

r1 = 510 — 1z
9 = 210

3 = 240 — xzg
g = 360 —x3
re = 280 —zqg
Tz = 290+ zg
T9g = x19— 260

De aqui podemos inferir que las variables independientes son z19 y xg y los valores que pueden tomar
estan entre los intervalos:

10 € [260, 280]

xg € [0, 240]

Por lo tanto si Ud. da un valor a las variables x19 y g entonces obtendra un flujo de tréafico, pero si
asigna otro valor pertinente de acuerdo a los intervalos mencionados obtendrd un flujo de tréafico distinto.
Existen infinitos flujos de trafico para esta red de calles.

Por ejemplo un flujo de trafico posible seria tomando x19 = 275 y g = 136 y se tendria que:

T = 235
rog = 210
z3 = 104
Ty = 224
Tg = 5
Ty = 426
rg = 15

Observacion 1.6 Para recabar estos datos se necesitaron doce personas, para asi determinar el flujo de
trafico de entradas y salidas en las horas pick. Piense en que si se hubiesen considerado las calles correspon-
dientes al centro de la Ciudad, las variables aumentarian a 16 y la matriz aumentaria considerablemente
de tamano.

1.8. Ejercicios Propuestos

1. Considere las siguientes redes eléctricas y determine la corriente (en Amperes) a través de cada
ramal.
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i
—q—{ R n i n
4 voltlos

2 ahims’

4 ohms & ohns

L 3 ofms

e j Ye

28 voltles

1 ohns 2 akms

28 voltlos

A

Y=

9 voltios

2 ohms 1 olms

C
|
I

|
4 ohns 13 voltos

2. Construya un modelo matematico que describa el flujo de trafico en la red de las calles de Los Angeles
mencionadas. Todas las calles son de un solo sentido, en la direccién indicada. Las unidades se dan
en vehiculos por hora. De tres flujos de tréafico posibles (distintos). ;Cuél es la afluencia minima
posible que puede esperarse a lo largo de ramal AB?

200 100
Calle Colén A
100 4 A = 150
X1 Calle Colo Colo
X4 X2
D G
100 > 50
Calle Rengo X3
' Calle Valdivia

50 50



CAPITULO 2

Matrices y sus Propiedades

2.1. Introduccion

En el presente capitulo se introduciran Operaciones con Matrices (+, @) lo que nos permite abarcar mas
temas relacionados con Matrices o que se puedan representar por medio de ellas. Ademés se presentaran
algunos tipos de matrices y sus propiedades y algo fundamental: se enunciaré la condicién necesaria para
que una matriz tenga inversa y en caso de que esta exista se dard un ejemplo para ilustrar el método para
encontrarla.

El capitulo termina en la seccion (2.8) con el estudio de algunas aplicaciones a la Sociologia, Criptografia,
Seriacion en Arqueologia y Cadenas de Markov.

Al leer este capitulo el lector puede notar que se han omitido algunas demostraciones de propiedades y
proposiciones, puesto que se realizan en cualquier curso habitual de Algebra Lineal; no obstante, en otros
capitulos se enuncian teoremas los cuales incluyen su demostracion.

17
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2.2. Operaciones con matrices

2.2.1. Suma de Matrices
Sean A y B € M,,«, donde
a2 .. Gl e aip bin b2 by bin
asy a2 ag; asp, ba1 by baj ban,
Ao B
a1 2 a;j am |7 bit b2 bi; bin
am1  Am2 A Amn, bm1  bm2 bmj bmn
air +bi1 a2 + bio aij + byj ain + biy
a1 +bo1  ag + bao asj + ba; a2p, + bop
Se define A + B —
a;1 +bin ap+bp a;j + bij ain + bip
am1 + b1 am2 + b2 mj + bmj amn + bmn
2.2.2. Multiplicacién de Matrices
Sean A:[aij]mxn y B:[bz'j]nxp
Se define
ain a2 ay; aip b1 bi2 b1, bip
as a2 ag; asp, ba1  boo ba; bay
AeB — oo
a1 G2 ajj Qin bi1  bio bi; bip
m1l  Gm2 Qmj Amn bn1 bp2 bnj bnp
Ci1 C12 C1j Cip
C21 €22 Co;j Cop
B Cil G2 Cij Cip
Cml Cm2 Cmj Cmp mxp

en donde ¢;; es el producto punto de la fila i de A y la columna j de B; esto es: ¢;; = Zzzl gk, - br;j

2.2.3.

Multiplicacién por un escalar

Sea A = [a;;] € My,xn ¥y « un escalar, entonces la matriz o-A, esta dada por
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a - all a-a2 ... Q-apy e e Ot Qg

Q- a1 a-azp ... Q-4 ... ... Q-a2p
aA =

(o731 (O 775 PN AN 1791 P & L 778

Q- Aml Q- AQp2 ... AQpj ... ... Q- App

2.3. Matriz Identidad

La Matriz identidad I,, es una matriz de n X n cuyos elementos de la diagonal principal son iguales a

1 y todos los demés elementos son 0.
Asi:

donde

En las matrices My« 4 la matriz identidad es:

1.0 00
0100
=190 10
00 01
Proposicion 2.1 Sea A una matriz cuadrada de n X n. Entonces Al, =1,A=A

2.4. Matriz Transpuesta, Simétrica y sus propiedades

Definicién 2.1 (Matriz Transpuesta) Sea A = [a;;] una matriz de m x n. Entonces la transpuesta de
A, que se escribe A, es la matriz de n x m obtenida al intercambiar las filas de A por las columnas de A;
asi A' = [aj;]. Luego si

ain a2 ... Qaip aiy agl ... Gy

A a'21 CL'22 .. a?n entonces At _ a'12 aso ... Am2

Gml Om2 --- Gmn Qlp G2n --- OGmn
Propiedades

Sean A = [a;;] una matriz de n X m y B = [b;;] una matriz de m x p. Entonces
1. (AY)t=4

2. (AB)t = Bt A

3. Si Ay B son de n x m, entonces (A + B)! = A + B!

4. Si A es invertible, entonces A! es invertible y (A%)~! = (A471)!
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Definicién 2.2 (Matriz Simétrica) Una matriz A de n x n se llama simétrica si A' = A. Es decir, las
columnas de A son también las filas de A.

Ejemplo de una matriz simétrica:

2.5. Matrices Estocasticas

Definiciéon 2.3 (Matriz Estocastica) Una matriz estocdstica es una matriz cuadrada cuyos elementos
son probabilidades y la suma de sus columnas es igual a 1.

Una matriz estocastica general de 2 x 2 se puede escribir como:

z Y
A=
( l—2 1—y >
donde 0<z<1y0<y<I.
Las matrices estocasticas tienen las siguientes propiedades que se utilizardn en el transcurso de este
tema.
Sea A = [aij]nxn una matriz estocéstica, entonces:

» a;; >0 para todo i,j
* ayj +agj +azj+..+ap; =1 paracada j

En consecuencia, una matriz estocastica 7' es una matriz con elementos no negativos tal que la suma
de los ntumeros en cada columna es 1.
Ejemplo

0,25 0,60 0,25
T=1 0,60 0,60 0,30
0,15 0,10 0,45

es una matriz estocastica.

Teorema 2.1 Si A y B son matrices estocdsticas del mismo tamano, entonces A - B es una matriz esto-
cdstica. Asi, si A es una matriz estocdstica, entonces A%, A3, A%, ..., A" son estocdsticas.

2.6. Determinantes y sus Propiedades

Definicion 2.4 (Determinante) Sea A € Myxyp, (i1 a2 a3 ... @) una fila cualquiera y
(Ain A Ais ... Aipn) los cofactores de dicha fila. Entonces el determinante de A, denotado por
det(A) o [A], estd dado por:

det |A| Z aZkAzk

que corresponde al desarrollo por la i-ésima fila.
Este desarrollo del det(A) se conoce como desarrollo por cofactores. Se puede demostrar que es el
mismo cualquiera sea la fila que se elija o también es vélido si se desarrolla por una columna.
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2.6.1. Determinantes de orden 2 y 3

determinante de 2 x 2

Sea A = < i di ) una matriz de 2 x 2. El determinante de A es:

az; a2
a1l ai2|
= a11a9 — 0120621
a1 a2
determinante de 3 x 3
a1l a2 a3
Sea A= 1| ao1 a9 a3 una matriz de 3 x 3. El determinante de A es:
asr az2 a33
ai; a2 a3
. a2 a3 az| a3 az| a2
as1 Q22 G23| = Q11 — a2 + a3
a32 as3 a3l ass asy  as2

az1 a3z as3
Definicioén 2.5 (Cofactor) Sea A una matriz de nxn. El cofactor ij de A, denotado por A;;, estd dado
por
Ay = (F1)" Myl
Observe que:

(1) = 1 sit4+3j es par
-1 sit+j5 es impar

Definicion 2.6 (Matriz triangular) Una matriz cuadrada se llama triangular superior si todas sus com-
ponentes abajo de la diagonal son cero (a;;=0 para i > j). Es una matriz triangular inferior si todas sus
componentes arriba de la diagonal son cero (a;;=0 para i < j).

Teorema 2.2 Sea A = [a;;] una matriz de nxn triangular superior o inferior. Entonces

det(A) = Q110492 °-A33 ... 0app

2.6.2. Propiedades de los determinantes

Teorema 2.3 Sean A y B dos matrices de n X n. Entonces

det(AB) = det(A) - det(B)
Es decir, el determinante del producto es el producto de los determinantes.

Teorema 2.4 El determinante de una matriz A es igual al determinante de su transpuesta

det(AY) = det(A)
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Propiedad 2.1 Si cualquier fila o columna de A es un vector cero, entonces det(A) =0

Propiedad 2.2 Sila filai o la columna j de A se multiplica por un escalar ¢, entonces det(A) se multiplica
por c. Es decir, si se denota por B esta nueva matriz, entonces

ail a12 A1n ai; a2 Aln
azy az2 a2n az; a2 G2n
|B|: e | : : :C|A|
C-a;1 C-a;2 C: Qin 41 a;9 vee Qgp
anl an2 Gnn anl  Qan2 Qnn,
ai;p a2 a1; ain ailp a2 ayj A1n
. as a2 az; asy a1 a Qg asy
Propiedad 2.3 Sean A = i , B = ) ,
apl  Qap2 Apj Anp apl  Gn2 Qn 5 Gnn
ai; a2 a1j + aij a1n
a1 Q2 a2; + az; G2n
y C = )
Gnl  Aan2 Gnj + Qnj Gnn
Entonces
det(C) = det(A)+ det(B)

En otras palabras, suponga que A, B y C son idénticas excepto por la columna j y que la columna
j de C es la suma de las j-ésimas columnas de A y B. Entonces, det(C) = det(A) + det(B). La misma
afirmacién es cierta para las filas.

Propiedad 2.4 Sea B la matriz que se obtiene intercambiando dos filas o columnas de la matriz cuadrada
A, entonces el determinante de B es el opuesto al determinante de A.

det(B) = —det(A)

Propiedad 2.5 Si A tiene dos filas o columnas iguales, entonces:

det(A) = 0

Propiedad 2.6 Si una fila (columna) de A es un mailtiplo escalar de otra fila(columna), entonces:

det(A) = 0

Propiedad 2.7 Si se suma un miltiplo escalar de una fila(columna) de A a otra fila(columna) de A,
entonces el determinante no cambia.
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2.7. Inversa de una Matriz

Sean A y B dos matrices de n X n. Suponga que AB = BA = I, entonces B es llamada inversa de A
y se denota como B = A~'. Por ende se tiene que:

AAT ' =ATTA=1T

donde I es la identidad de orden n.

Observacion 2.1 Si A tiene inversa, entonces se dice que A es invertible.
Teorema 2.5 Sean A y B invertibles, entonces

1. Si una matriz es invertible, entonces su inversa es inica
2. A- B también es invertible y ademds (AB)~! = B~tA~L.
3. Como A es invertible, también lo es A~'; mds auin, (A~1)~! = A.

4. Como A es invertible y A es un escalar no nulo; (AA)~t = (1/A\) AL

2.7.1. CaAlculo de la inversa de una matriz

Sea A € M,,y, queremos encontrar A~! de tal forma que A- A~ = I,,.
El procedimiento que utilizaremos es escribir la matriz ampliada [A|I] y por medio de operaciones ele-
mentales se escalonard la matriz para finalmente convertir A en I,, cuando esto ocurra, la ampliada que
originalmente era I, se habréa convertido en la matriz inversa.

Ejemplo 2.1 Sea

31 4 3
7 01 2
A=1121 0
01 01
Nuestro objetivo es encontrar A",
Entonces:
31 4 3|1 0 0 0
701 2(01 00
12 10/00 10 |FsEa~
01 0 1/0 001
12100010
010 1/0001
31 4 3|1 0 0 0 E31(—3)E41(—7)N
701 2(0100
1 2 1 0]00 10
0 -5 1 3|1 0 =3 0 E32(5)Ego(14) ~
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12 1 0/00 1 0
01 0 1|00 0 1

00 1 8|10 -3 5 P8O~

00 —6 16|0 1 —7 14

121 0/00 1 0

010 1/00 0 1 .

001 8[10 -3 5 [P~
000 64/6 1 —25 44

1210 0 0 1 0

P ISR RN | STES)MTE S
0 0 0 1[6/64 1/64 —25/64 44/64

1210 0 0 1 0

0 1 0 0|-6/64 —1/64 25/64 20/64 |
0 0 1 0|16/64 —8/64  8/64 —32/64 12(=2) ~
00 0 1| 6/64 1/64 —25/64  44/64

1 0 1 0| 12/64 2/64 14/64 —40/64

0 1 0 0]-6/64 —1/64 25/64 20/64 |
0 0 1 0| 16/64 —8/64  8/64 —32/64 13(=1) ~
00 0 1| 6/64 1/64 —25/64 44/64

1 0 0 0|—4/64 10/64  6/64 —8/64

01 0 0|—6/64 —1/64 25/64 20/64

0 0 1 0| 16/64 —8/64  8/64 —32/64

00 0 1| 6/64 1/64 —25/64  44/64

por lo tanto ya hemos encontrado la inversa, ya que A por medio de operaciones elementales se convirtio

en la Identidad y asi la ampliada (la identidad) se ha convertido por medio de operaciones elementales en
AL

2.8. Aplicaciones

2.8.1. Criptografia

La Criptografia es el arte o ciencia de cifrar y descifrar informacién utilizando técnicas que hagan
posible el intercambio de mensajes de manera que sélo puedan ser leidos por las personas a quienes van
dirigidos. Es por eso que se han ideado distintas técnicas para cifrar los mensajes de tal forma que so6lo el
receptor sea capaz de descrifrarlo. Una de las técnicas es la que presentamos a continuacion, que consiste
en cifrar el mensaje utilizando matrices.

1. 1. Sea el mensaje: CADA SOL TIENE SU OCASO y la matriz codificadora sea
1 4 3

O = W

0
2
1

O ==

2
0
1

A cada letra del alfabeto le asignaremos un nimero; en este caso para mayor simplicidad a cada letra
se le asociara su posicion en el alfabeto: la letra A es 1, la B es 2 y asi sucesivamente. Al espacio entre
palabras lo denotaremos con el nimero 0.

El mensaje entonces seré:
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C A D A S O L T I E N FE S U O C A S O
31 4 1 019 15 12 0 20 9 5 5 3 1

Como se utilizard una matriz de 4 x4 para codificar el mensaje, divida el mensaje numerado en matrices
columnas de 4 x 1, de esta forma:

3 0 0 14 21 1
1 19 20 Y 0 19
4 15 9 0 15 15
1 12 ) 19 3 0

En nuestro caso fue necesario agregar un espacio al final del mensaje para completar la matriz. Para
eso se utiliza el mismo nimero designado para establecer el espacio entre palabras. Para poner el mensaje
en coédigo se multiplica cada una de las matrices columna, anteriores, por la matriz codificadora. Para
mayor facilidad escribiremos las matrices columna como columnas de una matriz, y multiplicando, por la
izquierda, por la matriz codificadora; se tiene:

31 4 3 3 0 0 14 21 1 29 115 71 104 132 82
701 2 119 20 5 0 19 | | 27 39 19 136 168 22
1210 | 415 9 015 15 | 9 53 49 24 36 54
0101 112 5 19 3 O 2 31 25 24 3 19

Las columnas de esta matriz producen el mensaje codificado. El mensaje se transmite en forma lineal
de la manera siguiente: 29, 27, 9, 2, 115, 39, 53, 31, 71, 19, 49, 25, 104, 136, 24, 24, 132, 168, 36, 3, 82, 22,
54, 19.
Para decodificar el mensaje, el receptor escribe esta lista como una sucesién de matrices columna de 4 x 1
y repite la técnica anterior usando la inversa de la matriz codificadora; es decir, la matriz decodificadora.
Para determinar quien es esta matriz; véase la seccion referida a la inversa de una matriz; en donde se
explicitan las operaciones necesarias para encontrar la inversa de una matriz, en caso de que exista. En
nuestro caso, la matriz decodificadora es:

—4/64 10/64  6/64 —8/64 -4 10 6 -8
—6/64 —1/64 25/64 20/64 — 1/64 -6 -1 25 20
16/64 —8/64 8/64 —32/64 6 -8 8 —32
6/64 1/64 —25/64 44/64 6 1 —-25 44
Para decodificar el mensaje, se multiplican:
-4 10 6 -8 29 115 71 104 132 82
—1/64 -6 -1 25 20 27 39 19 136 168 22
6 -8 8 —32 9 53 49 24 36 54
6 1 =25 44 2 31 25 24 3 19
192 0 0 896 1344 64 3 0 0 14 21 1
— 1/64 64 216 1280 320 0 1216 | _ | 1 19 20 5 0 19
256 960 576 0 960 960 4 15 9 0 15 15
64 768 320 1216 192 0 112 5 19 3 0

El mensaje original se obtiene al escribir en forma lineal las columnas de la ultima matriz:

31 4 1019 1512 0 20 9 5 14 5 0 19 21 0 15 3 1 19 15
C A D A S O L T I E N E S U O C A S O
2.8.2. Seriacién en Arqueologia

El 05 de Noviembre de 1922 fue descubierta la tumba del Rey Tutankamoén por el arquedlogo britédnico
Howard Carter; sin embargo, el 05 de Noviembre del presente ano fue exhibida por primera vez ante el
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publico, 85 afios después de que la tumba del nino faraén fuese descubierta en el Valle de los Reyes de la
ciudad de Luxor, segtin informo6 la cadena britdnica BBC. Por estos motivos es que resulta tan interesante
descubrir las datas de las tumbas y sus contenidos. Esto nos motiva a presentar la siguiente aplicacién
sobre fechado secuencial.

1. 1. La siguiente matriz describe los objetos arqueoldgicos encontrados en varias tumbas.
Determine el orden cronolégico de las tumbas y de los objetos arqueolégicos.

S O ==
_—_= 0 O
_ o o =
O = O O

Esta matriz A cuyos elementos son 1 6 0; describe el contenido arqueologico de las tumbas. Numerando
las tumbas con 1, 2, 3, 4 y los tipos de objetos arqueologicos con 1, 2, 3, 4. La matriz A se define:

S 1 si la tumba i contiene objetos arqueolégicos del tipo j;
K 0 si la tumba i no contiene objetos arqueoldgicos del tipo j.

La matriz A contiene toda la informacion acerca del contenido arqueoldgico de las diversas tumbas. El
siguiente enunciado dice como obtener informacion a partir de la matriz A.

El elemento g;; de la matriz G = A - A es igual al nimero de tipos de objetos arqueolégicos comunes
a la tumba i y a la tumba j.

De manera que entre mayor sea g;; mas cercanas, cronolégicamente, se encontraran las tumbas iy j.
Examinando los elementos de G, el arquedlogo puede determinar el orden cronolégico de las tumbas. Se
comprueba esto

gij = elemento de la fila 4, columna j de G
= (fila i de A)-(columna j de A

alj
a2;
:(ail a;2 .. .. Qip )

Ajn

= a;1051 + apaj2 + ...+ ainajn
Cada término en esta suma sera 1 6 0.

Observacion 2.2 La matriz P = A' - A lleva de una manera andloga la informacion acerca del fechado
secuencial de los objetos arqueoldgicos.

Supuesto Arqueoldgico: Se supone que entre mayor sea el niimero de tumbas en las que se
encuentran dos tipos de objetos arqueolégicos, mas cercanos seran estos cronolégicamente.

El elemento p;; de la matriz P = A’ - A da el nimero de tumbas en las que se encuentran objetos
arqueologicos tanto del tipo i, como del tipo j. Asi entre mayor sea p;;, los objetos arqueolégicos de
tipo i y de tipo j estaran cronoldgicamente més cercanos. Examinado los elementos de P se ordenan
cronolégicamente los objetos arqueolégicos.
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Se puede demostrar matemdticamente que las matrices G(= A - A') y P(= A'. A) son matrices
simétricas. Esta simetria implica que toda la informacién esta contenida en los elementos sobre la diagonal
principal de las matrices. En los elementos debajo de la diagonal principal se duplica la informacion.

En nuestro caso: a;; = 1 implica que la tumba 1 contiene objetos arqueologicos de tipo 1.

az4 = 0 implica que la tumba 2 no contiene objetos arqueoldgicos de tipo 4.

1 010 1100 2101
1.0 00 0 011 1100

— . t: —=
G=4-4 0101 1 001 0 0 21
0110 0010 1 01 2

Observe que G es simétrica; la informacién contenida en los elementos encima de la diagonal principal
se duplican en los elementos debajo de ella. Analizando los elementos encima de la diagonal principal:

g12 = 1: las tumbas 1 y 2 tienen un tipo de objetos arqueolégicos en comin
g13 = 0: las tumbas 1 y 3 no tienen ningin tipo de objetos arqueolégicos en comun
g14 = 1: las tumbas 1 y 4 tienen un tipo de objetos arqueolégicos en comin
g23 = 0: las tumbas 2 y 3 no tienen ningin tipo de objetos arqueoldgicos en comun
g24 = 0: las tumbas 2 y 4 no tienen ningin tipo de objetos arqueoldgicos en comun
g34 = 1: las tumbas 3 y 4 tienen un tipo de objetos arqueolégicos en comiin

Las tumbas 1 y 2 tienen objetos arqueoldégicos en comun; por lo tanto, son cercanas cronolbgicamente.
Se inicia con las tumbas 1 y 2 y se construye un diagrama.

1-2

Se agrega la tumba 4 a este diagrama, g14 = 1; mientras que g4 = 0. La tumba 4 estd cercana a la tumba
1, pero no a la tumba 2.

4-1-2

Finalmente se agrega la tumba 3 al diagrama, g34 = 1; mientras que g13 = 0 y g23 = 0. La tumba 3 estéa
cercana a la tumba 4 pero no a la tumba 1 y 2. Tenemos:

3-4-1-2

Hay dos posibilidades:
3—=4—=-1—-2

3+ 4+ 1+2

Los arquedlogos saben por otras fuentes cuél de las dos tumbas de los extremos (3 y 2) es la primera.
De esta manera se conoce el orden cronolégico de las tumbas.

2.8.3. Relaciones de Grupo en Sociologia

En las ramas de las ciencias fisicas, sociales y matematicas se usan modelos de la teoria de grafos
para analizar relaciones. Es por esto que en las siguientes aplicaciones se utilizard la teoria de grafos para
resolver este tipo de problemas; pero antes definiremos digrafo y matriz de adyacencia.
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Definicion 2.7 Un digrafo es una coleccion finita de vértices Py, Ps, ..., Py, junto con arcos dirigidos que
unen algunos pares de vértices. Un camino es una sucesion de arcos que le permiten a uno pasar de forma
continua de un vértice a otro. La longitud de un camino es el numero de sus arcos. A un camino de longitud
N se le llama un camino n.

Definicion 2.8 Considere un digrafo con vértices P;.....P,. La matriz de adyacencia del digrafo es tal que

1 si hay un arco del vértice P; al Pj ;
G5 =
0 de otra manera.

Para entender mayormente los conceptos, vamos a considerar 4 paraderos de micros P, Ps, Py v Py,
algunas de estos paraderos estan unidos por una comunicacién unidireccional y otros bidireccionalmante.
En el siguiente esquema se representa lo expuesto anteriormente:

P: P2

P4 Ps

Figura 2.1: Paraderos de micros P, P, Ps v Py

Como podemos ver hay paraderos intermedios, y otros que son de comunicacion directa; las flechas dan
la direccion de esos vinculos. P} y P tienen comunicacién bidireccional, mientras que P, tiene direccion
unidireccional con P,. Por el paradero P, s6lo pueden pasar micros a P». De esta forma podemos vincular
los paraderos, con su debida orientacién, es decir:

P Py Ps— Py— Py Py
Py Py — Py — Py — P
Py —~P,— P,— P
P,— P — P

A través de esto podemos dar un ejemplo de un digrafo, el interés de la aplicacién radica en que, si
queremos enviar un mensaje de un paradero a otro, deberiamos saber el recorrido de las micros para que
el mensaje llegase por el camino méas conveniente.

Considerando el ejemplo anterior construiremos la llamada matriz de adyacencia.

La matriz de comunicaciéon entre los paraderos es la siguiente:
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0100
1010
A_0101
0100

De esta forma la matriz de comunicacién anterior es la matriz de adyacencia del esquema.

Ahora si queremos enviar un mensaje de un paradero a otro de la manera mas rapida posible, tendria-
mos que ubicar en que direccién se encuentra cada paradero, observando la figura resulta sencillo elegir
el camino, pero para 40 paraderos con distintas direcciones resultaria complejo. Por ello enunciaremos el
siguiente teorema.

Teorema 2.6 Si A es la matriz de adyacencia de un digrafo, sea (aij)(m) el elemento de la fila 7, columna

j de A™.
El maimero de caminos m de P; a Pj = (a;;)™

Es decir, si tenemos la matriz anterior de adyacencia, podemos determinar sus potencias sucesivas.
En nuestro ejemplo:

010 0 1001 020 0
lrto1o0|, |0201] ., [2120
A=lo 1t oM 1110|1210

0100 1010 0201

2.0 20 0 4 0 2

1 41 2 4 411
4 _ 5 _

A=lao 321|135 32

2 12 0 141 2

Definicion 2.9 (Distancia de un digrafo) La distancia de un vértice a otro en un digrafo es la longitud
del camino mds corto desde ese vértice al otro. Si no hay camino de un vértice al otro, se dice que la
distancia estd indefinida. Las distancias entre los diferentes vértices de un digrafo forman los elementos
de una matriz. La matriz distancia D estd definida como sigue:

Ntmero de arcos en el camino mas corto del vértice P; al vértice P; ;
dz'j = 0 1 =]
x sino hay camino P; a P; .

De este modo, podemos construir la matriz distancia de matrices més grandes, en el caso que tengamos
mas vértices se emplean las potencias de la matriz de adyacencia. En el caso de los paraderos la matriz de
adyacencia es:

o O = O
_ = O =
o O = O
oS = O O

Con esta informaciéon podemos resolver aplicaciones en relaciones de grupo en sociologia.
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Ejemplo 2.2 Si consideramos a 5 personas en un salon de clases. A un socidlogo le interesa encontrar
cudl de las cinco personas tiene mds influencia sobre las otras. Se le pide al grupo llenar el siguiente
cuestionario.

Nombre:
i,Cudl es la persona que cree usted es lider del grupo?
Los datos recabados se resumen en la siguiente tabla:

Tabla N°1
Miembro del Grupo | Persona Lider
M, Ms;
Mo M,y
Ms Mo
My Mo
Ms5 My

El psicologo supone que una persona tiene influencia sobre otros miembros del grupo, considerandolo
como un posible lider. De manera que la tabla anterior puede representarse mediante un digrafo. Los miem-
bros del grupo representan vértices y la influencia directa se observa mediante arcos. Siendo la direccion
de la influencia, la direcciéon del arco. A continuacion la representaremos en forma de digrafo.

M ’ M ’A Mz

Ms M4

Figura 2.2: Representacion grafica de la Tabla N°1

Luego, la matriz distancia del digrafo es la siguiente:

My My Mz My Ms

M, 0 1 2 2 3 8
M- 3 0 1 1 2 7
My X X 0 X X 4x
M, 2 3 4 0 1 10
M, 1 2 3 3 0 9

En este grafo podemos observar que los arcos corresponden a influencia directa, es decir, que entre
menor sea la distancia de M; a M;, mayor serd la influencia que tiene M; sobre Mj;, o sea, entre menor
sea la suma de la fila ¢, mayor es la influencia que M; tiene sobre los otros miembros del grupo. Como
la segunda fila tiene una suma de 7 implica que M tiene mayor influencia sobre los otros individuos del
grupo (Ml,M3,M4 y M5).
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2.8.4. Cadenas de Markov

En el estudio de los fenémenos aleatorios en los que los resultados no se saben con exactitud, se
puede elaborar una probabilidad que ayuda a determinar el suceso. Aqui el uso de las llamadas matrices
estocasticas es imprescindible para obtener la probabilidad de las variables que intervienen en alguna
aplicacién o ejercicio.

Hemos de recordar entonces algunas ideas basicas de la probabilidad que seran de utilidad.

= Si un resultado de un evento es seguro que ocurra, se dice que la probabilidad de que ocurra es 1
= Si no ocurrird, se dice que la probabilidad es 0.
= Otras probabilidades se representan entre 0 y 1

= Entre mayor sea la fraccion, mayor serd la probabilidad p de que ese resultado ocurra, es decir,
0<p<L

= Si n resultados completamente independientes tienen todos la misma probabilidad de ocurrir, y si
interesan m de estos resultados, entonces la probabilidad p de que ocurra uno de estos m resultados
es m/n.

Ejemplo 2.3 Suponga que el flujo probable de los votos por los partidos 1, 2 y 8 de las elecciones del ario
2000 al 2001, primera eleccion, estd dado por el diagrama siguiente:

por 3

Figura 2.3: Diagrama de transicién entre estados

El diagrama de transiciéon entre estados indica, por ejemplo que el 30 % de las personas que pertenecian
al partido 2 en el 2000 votaran de nuevo por el partido 2 en el 2001, mientras que el 50 % votara por el
partido 1 y el 20 % por el partido 3. El resto del diagrama es facil de interpretar. Esta informacion puede
representarse en la matriz estocéastica:
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del de2 de3

0,60 0,50 0,30 por 1
T= 0,20 0,30 0,20 por 2

0,20 0,20 0,50 por 3

donde el espacio de estados es {de 1, de 2, de 3} y de votacion {por 1, por 2, por 3}.

Por simplicidad asumiremos que en el siguiente periodo no contabilizaremos a los nuevos votantes.
Estudiemos a la matriz de transicion 72

del de2 de3

0,52 0,51 0,43 \ por1
T? = 0,22 0,23 0,22 |por?2

0,26 0,26 0,35 / por3

Es de nuevo una matriz estocastica.

Asumiremos que el nimero total de votantes N, permanece constante de ano en afio. Suponga que la
distribuciéon de votos en el ano 2000 y la esperada en el 2001 estd dada por:

2000 2001
Por 1 x0% 1%
Por 2 vo% wn1%
Por 3 20% 21 %

En este caso:

1 = 0,60zy + 0,50y + 0,302

y1 = 0,20zg + 0,30y + 0,202

z1 = 0,20z¢ + 0,20y + 0,50z
T 1
Esdecirque:T | v | =1| w1
20 21

Si la matriz T se utiliza para calcular la distribucién porcentual del ano 2002

2002

Por 1 xg %

Por 2 yo %

Por 3 zo %

Tendriamos que:

I I )
v | =T v | =T w
22 21 20

Asumiendo que esta matriz de transiciéon se pudiese aplicar en afios venideros, tendriamos que en n
anos, la distribucién de los votos estaria dada por
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Ty Zo
n

Yn =T Yo

Zn, 20

En particular, la relacién de los votantes con los resultados de las elecciones, estd dado por:

T T2 3 "
2000 — 2001 2000 — 2002 2000 — 2003 2000 — 200(n)

Las matrices
T T? T3, ™
son todas, matrices estocésticas.
Observacion 2.3 la suma de los elementos de cada columna es 1; es decir, 100 %.

De la matriz T sacamos la siguiente informacion:

del de2 de3

0,60 0,50 0,30 por 1
T= 0,20 0,30 0,20 por 2

0,20 0,20 0,50 por 3

El 60 % de los votantes de 1 votaran por 1 en la siguiente eleccion
El 20 % de los votantes de 1 votaran por 2 en la siguiente eleccion
El 20 % de los votantes de 1 votaran por 3 en la siguiente eleccion
El 50 % de los votantes de 2 votaran por 1 en la siguiente eleccion
El 30 % de los votantes de 2 votaran por 2 en la siguiente eleccion
El 20 % de los votantes de 2 votaran por 3 en la siguiente eleccion
El 30 % de los votantes de 3 votaran por 1 en la siguiente eleccion
El 20 % de los votantes de 3 votaran por 2 en la siguiente eleccion
El 50 % de los votantes de 3 votaran por 3 en la siguiente eleccion

De T? concluimos que:

del de2 de3

0,52 0,51 0,43 \ por1
T? = 0,22 0,23 0,22 |por?2

0,26 0,26 0,35 / por3

El 52 % de los votantes originales de 1 votaran por 1 en la siguiente eleccion
El 22 % de los votantes originales de 1 votaran por 2 en la siguiente eleccion
El 26 % de los votantes originales de 1 votaran por 3 en la siguiente eleccion
El 51 % de los votantes originales de 2 votaran por 1 en la siguiente eleccion
El 23 % de los votantes originales de 2 votaran por 2 en la siguiente eleccion
El 26 % de los votantes originales de 2 votaran por 3 en la siguiente eleccion
El 43 % de los votantes originales de 3 votaran por 1 en la siguiente eleccion
El 22 % de los votantes originales de 3 votaran por 2 en la siguiente eleccion
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El 35 % de los votantes originales de 3 votaran por 3 en la siguiente eleccion

Por ende, si la matriz T' es una matriz estocastica regular, T™ tiende a una matriz con todas sus
columnas iguales a medida que n crece.
Con un programa computacional puede comprobarse que:

de 1 de 2 de 3
0,49276 0,49275 0,49033 por 1

T° = 0,22222 0,22223 0,22222 por 2
0,28502 0,28502 0,28745 por 3
Yy
del de 2 de 3
0,492063492 0,492063492 0,492063492 por 1
TV = 0,222222222 0,222222222 0,222222222 por 2

0,285714286 0,285714286 0,285714286 por 3

Por lo que T'® tiene la forma

a o o
T®=| B B B
Yo
Se concluye que
a o « 0,60 0,50 0,30 a a «
T =7®.T7=| 388 8 |-] 02 030 02 |=|78 8 B
Yo 0,20 0,20 0,50 N '

Por lo tanto, a partir de n=18:

Por consiguiente:

Si las expectativas de votacion (flujo de votantes de ano en ano), se mantuviesen igual por anos,
se concluiria que a partir de n > 18, los partidos se repartirian los votos de una manera que puede
predeterminarse, quedando el partido 1 con « votantes, el partido 2 con [ votantes y el partido 3 con v
votantes.

La matriz T™ con n suficientemente grande, sirve para predecir como terminaran las cosas si la
situaciéon planteada por la matriz de transicién 7', se mantiene igual por n anos.

Por supuesto, en realidad la matriz de transicién cambia de ano en ano, y a la final, la matriz T}, que
relacionaria el flujo de votantes entre los partidos a partir del censo inicial hasta la n - ésima votacion, se
calcularia asi:

T = 7l 7
= 702 .7, - T,
= T3 Ty - Thoy - Ty,
= Ty - Ty -T5-Ty...... T,

Cada matriz T}, es estocastica y en particular lo es T,
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El vector Xy = < zo > se denomina el vector de estado inicial, cada uno de los vectores X; =
0

< ) es también un vector de estado. Las siguientes ecuaciones son validas:
Yi

X1=T-Xo; n>1, X,=T-Xp1; n>1, X,=T". X,

2.9. Ejercicios Propuestos

1. Codifica el mensaje soy un genio usando la matriz

matriz codificadora.

2. Decodifique el mensaje 35,46, —8, 65, —24, 34,73, —43, 45, 35, —30, 30,27, 21, 3, 18, —6, 12,52, 38, 0, 44, 47,
— 5,56, —34, 36, codificado, utilice la matriz

1 5 4
B~ = 0 -1 -1
-1 -9 -7

donde B! es la matriz decodificadora.
3. La siguiente matriz describe los objetos arqueolégicos encontrados en varias tumbas. Determine el
orden cronolodgico de las tumbas y de los objetos arqueoldgicos.

10
01
11

4. El modelo presentado para arqueologia se usa también en socio logia para analizar las relaciones
entre las personas de un grupo. Consideremos la relaciéon ¢onocidos.®tre las personas de un grupo.
Supongamos que la relaciéon ¢onocidos.®® reciproca. Numere a las personas con 1,2,...,n y defina
una matriz como sigue:

1, siiy json conocidos;
a;j = LU
K 0, siiy jno seconocen.

a) Demuestre que si P = A - A', entonces p;; es el nimero de conocidos en comin de iy j.

b) Suponga que la relacién gonocidos"no es reciproca para todos. { Como afecta esto al modelo?
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5. La teoria de grafos se aplica en modelos matematicos para entender el delicado balance de la natu-
raleza. La siguiente figura da el digrafo que decsribe la red alimenticia de una comunidad ecoldgica.
Determine la matriz de adyacencia.

Mapaches Pijaros

Insectos Hierba Ciervos

6. La red describe un sistema de avenida en el centro de una ciudad. Muchas de las avenidas son de un
solo sentido. Interprete la red como un digrafo, dé la matriz de adyacencia y la matriz distancia.

Py, > Py > P;
A\
Po Ps P

7. Las tablas siguientes representan la informacién obtenida de cuestionarios dados a grupos de perso-
nas. En cada caso construya el digrafo que describe la relaciéon de liderazgo dentro del grupo. Ordene
a los miembros de acuerdo con su influencia en el grupo.

Miembro del grupo | Persona cuya opinién considera mas valiosa
M, M
Mo M,
M3 Mo
M4 M3
M5 My

8. Las siguientes matrices estocésticas dan probabilidades de transiciéon ocupacionales. Responda las
siguientes preguntas que se hacen de cada matriz.

Profesional No Profesional
1 0,2 Profesional
0 0,8 No Profesional

a) Si el padre es un trabajador no profesional, ;Cudl es la probabilidad de que el hijo sea un
trabajador profesional?

b) Si hay 10.000 en la categoria de profesional y 20.000 en la categoria no profesional, ;Cual sera
la distribucién en la generacién siguiente?

9. Construya un modelo de Movimineto de poblacién entre las ciudades, los alrdedores y las areas no
metropolitanas de Estados Unidos. Sus poblaciones respectivas son 58 millones, 142 millones y 60
millones. La matriz estocastica que da las probabilidades de los movimientos es



2.9 Ejercicios Propuestos 37

(de) (@)

ciudad alrededor no metropolitana

0,52 0,51 0,43 ciudad
0,22 0,23 0,22 alrededor
0,26 0,26 0,35 no metropolitana

Este modelo es un refinamiento del modelo anterior en el sentido de que la poblacién metropolitana
se divide en ciudad y alrededores.

Prediga las poblaciones de la ciudad, de los alrededores y de las &reas y de las no metropolitanas
para el ano 2001 y 2002. ;Cuadl es la probabilidad de que una persona que vive en la ciudad en el
ano 2000 viva en un area no metropolitana en el ano 20027
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CAPITULO 3

Espacios Vectoriales

3.1. Introduccion

En este tercer capitulo se definird Espacio Vectorial V, se enunciaran sus propiedades; ademaés se
definird cuando un conjunto de vectores {vy,v2,...,v,} € V es Linealmente Dependiente o Linealmente
Independiente y ; Qué condiciones debe cumplir para ser una Base de V7. También se definird cuando una
funcién es una Transformaciéon Lineal.

En la seccion (3.6) se enunciaran las condiciones para ver que un conjunto de vectores {vy,va,...,vn} €
V es Ortonormal; en la misma seccién se enunciaran algunos teoremas referidos a proyeccién ortogonal, lo
que nos lleva a un resultado importante: la Aproximacion por Minimos Cuadrados a una serie de datos.

39
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3.2. ;Qué es un Espacio Vectorial?

Definicion 3.1 Un Espacio Vectorial V sobre un cuerpo F se dice un V (F) espacio vectorial, si (V,+) es
un grupo abeliano y dados x,y € V y a, B escalares pertenecientes a F se cumplen las siguientes propiedades:

1.VzeVyacT,setiene a-z € V (cerradura bajo la multiplicacién por un escalar)
2. Vz,ye VyaeF setienea(z+y)=a-z+a-y (ley distributiva)
3. VzeVya,pel, setiene (a+ ) - z=a-z+ -y (ley distributiva)

4. Ve eVyapeTF, setienea-(f-z)=(a-p) -z (ley asociativa de la multiplicacion por
escalares)

5. Para cada vectorx € V, 1- 2 =z

Observacion 3.1 Se define (V,+) grupo abeliano si V¥ x,y,z € V se cumplen las siguientes propiedades:

1. Cerradura bajo la operacion previamente definida r+yevV

2. Asociatividad (z+y)+z=2+(y+2)

3. Euxistencia de Neutro; existe un vector 0 € V tal que z+0=04+z=2x
4. Inverso Aditivo; ¥V x € V Al —xz € V tal que x4+ (—z)=0
5

. Conmutatividad rTt+y=y+zx

3.3. Vectores Linealmente Independientes y Vectores Lineal-
mente Dependientes

Sean vq,v9,...,v,, n vectores en un Espacio Vectorial V. Se dice que estos vectores son linealmente
dependientes si existen escalares ay, as, ...,y no todos iguales a cero simultaneamente, tales que,

av] + agua + ...+ agv, =0

Los vectores que no son linealmente dependientes, se llaman linealmente independientes.
Siendo los vectores vy, ve, ..., v, linealmente dependientes a1vy + agva + ... + a,v, = 0 y siendo por
ejemplo ay, # 0, se tiene

Si tiene lugar la ultima igualdad se dice que el vector v, es una combinacién lineal de los vectores
v1,V2,...,0,_1. Luego se puede concluir que siendo los vectores vy, vs, ..., v, linealmente dependientes, al
menos uno de ellos se expresa linealmente en términos de los restantes.

Ejemplo 3.1 Los vectores (3,4),(2,1),(—1,2) son linealmente dependientes, puesto que:
(—1,2) =1-(3,4)+ (—-2) - (2,1)
Ejemplo 3.2 Los vectores (1,1) y (—1,1) son linealmente independientes, puesto que # o € R tal que
(1,1) =a-(-1,1)
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3.4. ;Qué es una Base de un Espacio Vectorial V?

Definicion 3.2 Sea V un Espacio Vectorial y S = {v1,v2,...,0,} un conjunto de vectores en V. Entonces:
<S> = <Av,va,..., 05} >
= {av1 + wva + ... + apvn/a; € F}

es un Subespacio de V, llamado el engendrado o generado por S.
Ademds cualquier vector € S se puede escribir como combinacion lineal de los vectores de S.

Definicion 3.3 Un conjunto finito de vectores {vi,va,...,v,} es una base para un Espacio Vectorial V si
» {v1,v2,...,0,} es linealmente independiente
v {vy,v9,...,0,} genera a V.

Ejemplo 3.3 Sea A= {My.s [A=—A'}.

Una base de este subespacio es:
0 1
-1 0

Observacion 3.2 Queda al lector demostrar que efectivamente A asi definida es un Subespacio Vectorial
de M2><2.

3.5. Transformaciones Lineales

Definicion 3.4 Sean V y W espacios vectoriales reales. Una transformacion lineal T de' V en W es una
funcion que satisface, para cada u,v en'V y cada escalar a:

» T(u+v)=Tu + Tv

» T(aw) = aTv

Ejemplo 3.4 Sea L: R? — R? definida por L(z,y) = (z, —y).
Es fdacil para el lector demostrar que efectivamente L es una transformacion lineal.

Teorema 3.1 Sea T:V — W una transformacion lineal. Entonces para todos los vectores u,v,v1,v9,. .., 05
en V y todos los escalares ayas . .. an
« T(0)=0

» T(u—v)=Tu—Tv
v Tlagvy + ague + ... + apvp)=ay1 Tvy + agTvs + ...+ ap To,

Ejemplo 3.5 Tomando en consideracion el ejemplo anterior con L: R? — R? definida por
L(z,y) = (z,—y), verificaremos que efectivamente:

L(z,y) = zL(1,0) + yL(0,1)
En efecto,
L(z,y) = L(z-(1,0)+y-(0,1))
= 2-L(1,0) +y- L(0,1)
= z-(1,0)+y-(0,-1)
= (z,—v)
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3.6. Bases Ortonormales y Proyecciones en R”

Definiciéon 3.5 (Conjunto Ortonormal en R™) Se dice que un conjunto de vectores S = {uy,ug, ..., ug}
en R™ es un conjunto ortonormal si:

u; - uj =0 st 1#£ ]
u; - u; =1
Si solo satisface la primera condicidn, se dice que el conjunto es ortogonal.

Ejemplo 3.6 En R? la base candnica es {(1,0),(0,1)}. Verifiquemos que esta base es un conjunto orto-
normal:

En efecto
(1,0)-(0,1) = 1-040-1
=0
(L,0)-(1,0) = 1
= (0,1)-(0,1)

como satisface las dos condiciones mencionadas en la definicion, entonces {(1,0),(0,1)} es ortonormal.

Definicién 3.6 Sea V un espacio vectorial sobre R (6 C). Una norma vectorial en 'V, denotada por || - ||,
|- llo es una funcién

I+ llo - V= [0, +o0]
que satisface las siguientes propiedades:
LY Tev T[>0y ||T|=0eT=0
2.V VeVyVaeR  |a¥|=al 7|

3.V U, W €V se tiene que: | 7+ W) <7+ |
Se define la norma euclidiana: | 2 |jo= [z + 23 + ... + m%]%

Teorema 3.2 Si S = {vy,va,...,v;} es un conjunto ortogonal de vectores diferentes de cero, entonces S
es linealmente independiente.

Demostracion:

Supongamos que vy + vz + . .. + agvr = 0 debemos demostrar que a; = 0 paratodo: =1,2,...,k

ajv] +aovg 4+ ... +arvy, = 0

(alvl + apve + ...+ Ozk’Uk) * V4 * Uy

(a1v1) - w5 + (gw2) - vj + ...+ (ov5) - vj + ...+ (o) - v;

ai(vy - vj) +ao(v2 - v5) + ... 4 o(vj - v5) + ..+ ooy - v;)
ap-04+ag-0+...+aj(vj-v;) +...+a;-0
a1-0+a2-0+...+aj-1+...+ak-0
04+0+...+aj+...+0

= =

Il
o oo o o o o

esto es cierto para 7 = 1,2,...,k lo que completa la demostracion.
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Definicion 3.7 (Matriz Ortogonal) Una matriz Q de n x n se llama ortogonal si Q es invertible y
Q' =q
donde Q' es la transpuesta de Q

Teorema 3.3 La matriz Q de n X n es ortogonal < las columnas de Q) forman una base ortonormal para

R”
Demostracion:
ai; G2 ... Qip ar1 Gz1 ... Qpl
any a9 . agy ¢ a12 ag9 e Ap9
Sea () = . . ) . entonces Q' =
apl1 QAp1 ... QApp alnp a2p ... Qpn
Asi:
all agy ... Qapl aill a12 N AT
a2 G2a ... Qp2 as1 a2 ... G321
Qt Q = .
A1p A2pn  --- Qpp apl1 Qp1 --- Gpp
a11011 + 621621 + ...+ Ap1Gp1 ... G1101p + A2102p + ... + Gp1Gpnp
A1na11 + aopa21 + ... + Gppdpl ... GipQin + A2pG25 + ...+ Applpy
t _
=QQ = [c]

con 4, j variando de 1 hasta n donde c;; = a;a1; + aziaz; + ... + anian;
Si las columnas de () son ortonormales, implica que

o 1 sii=y
10 sii#g
Por lo tanto C' = I, y asi queda demostrado que @ es ortogonal.
Por otro lado si Q7' = Q! entonces C = I,,; esto nos quiere decir que:

o 1 sii=y

Y10 sii# g
y por lo tanto las columnas de () son ortonormales.
Queda demostrado el teorema.

Definicion 3.8 : Sean ¥ Y W e R™, se define el producto interno:
(z,y) = xyt =T1y1 +x2y2 + ... + TpYn

Definicion 3.9 Sea H un subespacio de R™ con base ortonormal {uy,us,...,ur}. Si v € R", entonces la
proyeccion ortogonal de v sobre H, denotada por Proygv, estd dada por:

Proygv = (v-u1)-ur + (v-ug)-ug+ ...+ (v-ug) - ug
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Observacion 3.3 Notar que Proygv € H.

Definicién 3.10 Sea H un subespacio de R™. El complemento ortogonal de H, denotado por H*, estd dado
por:

Ht ={z € R": z-h =0 para toda h € H}

Teorema 3.4 Si H es un subespacio de R™, entonces:
1. H" es un subespacio de R™
2. HNHL =0

3. dimH" = n — dimH
Demostracion (i):

Sean z,y € H" y h € H. Debemos demostrar que z +y € H™ .
Por hipétesis:

z-h = 0
y-h = 0

h = z-h+y-h
= 040
=0

.'.:L'—l—yEIHIL

Sea z € H' y a € R™. Debemos demostrar que oz € H*.
Por hipétesis

8
> S

Il
o0 o o
P

coax € HE

Demostracion (ii):

Sea z € HN HL. Debemos demostrar que z = 0.
Por hipotesis z € H'y z € H*. Eso implica que z-z =0y

coz=0

lo que demuestra que
HNH = 0.

Observacion 3.4 La demostracion de (iii) se ha omitido, pues resulta innecesaria ya que no se utilizard
a futuro.
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Teorema 3.5 (Teorema de Proyeccion) Sea H un subespacio de R™ y sea v € R™. Entonces existe un
par tinico de vectores h y p tales que h € H, p € H- y v = h + p. En particular,

h=Proygv 'y p=Proygiv
de manera que:

v = h+p
= Proyyv+ Proygiv

Demostracion:

Sea h=Proypv = h € H y sea p = v — h. Debemos demostrar que p € H*.
Sea {u1,u2,...,u;} una base ortonormal para H. Entonces

h=(w-uy) u+ (v-ug) ug+...+ (v-ug) - ug
Por otro lado, sea z un vector en H, entonces existen «; tales que:

r=Q1- Ul +Q2 U2+ ...+ Qf - UL

=>p-rx=pv—(v-u) u—(w-u2) - ug—...—(vV-ug) ugllor-u +ag-us+ ...+ ag - ug
Como {uy,ug,...,ur} es un conjunto ortonormal
a1 sii=
YT 0 sid g
k k

SpeT = Zai(v-ui) — Zai(v-ui) =0
i=1 i=1
Asip-z=0 V z € H,lo que implica que p € HL. Para demostrar que p=Proygiv se amplia a una

base ortonormal en R”: {u1, us, ..., Uk, Ugr1, ..., Uy }. Entonces {ug,1,...,u,} es una base para H' y por
teorema anterior tenemos:

v o= (veur)ur+(voug) ue .o+ (voug) ug+ (Ve uger) U1+ (0 ug) s up
= Proygv+ Proyg.v

Esto prueba la igualdad.
La unicidad se deja como tarea al lector.

Teorema 3.6 (Teorema de Aproximacion de la Norma) Sea H un subespacio de R™ y sea v € R™.
Entonces Proygv es la mejor aprozimacion para v € H, en el sentido que, si h es cualquier otro vector en
H, entonces:

| v — Proygv |<|v—h|
Demostracion:

Del teorema de la proyeccion v — Proygv € H*.
Escribiremos
v—h = (v— Proygv) + (Proygv — h)
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Notar que: v — Proymv estd en H+, mientras que Proymv —h esta en H, por la definicién (3.10) se cumple:

(v — Proygv) - (Proygv —h) =0

Ahora:
=R} = (v=h)(v—P)

[(v — Proygv) + (Proygv — h)] - [(v — Proygv) + (Proygv — h)]
= | v — Proyyv |* +2(v — Proyyv) - (Proyyv — h)+ | Proygv — h |?
= |v— Proyyv |* + | Proyyv —h |?

Pero:
h # Proygv =| Proygv — h |*> 0
sl v —=h|*>|v— Proygv |2
0 sea

| v —h|>| v— Proygv |

.. Queda demostrado el teorema.

Teorema 3.7 (Desigualdad de Cauchy - Schwarz en R") Sean u y v vectores en R™. Entonces:

v Ju-vl<|ul- o]

v u-v=lul|v|[Ev=Nu AeR

Demostracion:

Observacion 3.5 Siu=0 ¢ v =0 (o ambos a la vez) entonces |u-v |=|u|-|v|=0

Debido a la observacién anterior se supone que u # 0 y v # 0. Entonces:

2
0 < | v
lul o]
B <u v) <u v)
lu| o] lu| o]
_ utu 2-u-v V-
lu > Jul-Jv] |vl]?
B |u|2_ 2-u-v | v |?
lul? Jul-lv] Jovf?
2-u-v

— 9 277
lul-[v]
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Lo anterior implica:

2.4 -
0 < 2 Uu-v
jul-[v]
2.0 -
Uu-v 5
lul- v
. _uw
luego: o] <1
uw-v < ul-|o|
Anélogamente; partiendo
u v 2
0 < |—+
lul vl
se termina en
wew
lul-]v]
es lo mismo u-v > —|ul-|v]
Por lo tanto
—lul-[v|€u-v<ful-|o]
Asi queda demostrado
lu-v|<ul-[v]
Por otro lado si 4 = Av entonces:
lu-v] = [dv-v]
RYRKAE
y
jul-Jv] = [Xo]-]v]
= [Al-lvl]-]v]
= [ Al ]o?
= Ju-vl
Inversamente si |u-v |=|u|-|v | conu#0ywv#0, entonces:
ol ol _
|u- v
de manera que ‘ﬁl':“ = =1
[ ]
ul o] _
|u-v|
2
U v U v u v
~lrr - ()
lul fo] jul [v] lul [v]
L 2ul-|v]
|u-v|
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Asi
u _ v
ul ol
u:mvzkv
|v |
ul o] _
|u-v|
2
U v U v U v
“lrer - () (o)
lul || lul o] lul o]
_ 2l
|u-v|
=0
Asi
v v
|u | |v |
u:——|u|v:)\v
| v |

.. Queda demostrado el Teorema.

3.7. Aproximacion por minimos cuadrados

En muchos experimentos de la vida cotidiana se hace una sobreabundante recogida de datos, mas de los
estrictamente necesarios, y se quiere ajustar esa nube de puntos por una funcién mas sencilla (normalmente
un polinomio) que los represente lo mejor posible. Esa funcion de ajuste y simple no trata de satisfacer las
ecuaciones, de pasar por los puntos, sino més bien de minimizar cierto error global y resolver el problema
globalmente.

Por tal razén, nuestro objetivo es encontrar la curva del tipo especifico que se ajuste mejor a los
datos dados.

3.7.1. Aproximacién por una Recta

Para mayor simplicidad enunciaremos el caso en R? y luego generalizaremos para R™.
Supongamos que buscamos una recta de la forma y = mz + b que mejor represente a los n datos
(1,v1), (2,92),-- -, (ZTn,yn). Como se supuso anteriormente x e y estan relacionadas por la ecuacion
y = mx + b, asi por ejemplo, para x = x1 el valor correspondiente de y es mxz1 + b; esto difiere del valor
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real y = y;.

En R? la distancia entre los puntos (ay, b1) y (as,b2) esta dada por d = \/(a; — a2)? + (b — b2)2. Por
lo tanto, al determinar la manera de elegir la recta que mejor se aproxima a los datos dados, es razonable
usar el criterio de escoger aquella que minimiza la suma de los cuadrados de las diferencias entre los valores
y; de los puntos y el valor y correspondiente a la recta. Notar que la distancia entre los puntos (z1,y1) y
(z1,mz1 +b) es y1 — (max1 +b), por lo tanto el problema (para los n datos) puede establecerse como sigue:

Encontrar ntmeros m y b tales que la suma

[y1 — (mzy + )2 + [y2 — (mao + b)) + ... + [yn — (mzy + b))? (3.1)

sea minima.

Para estos valores de m y b, la recta y = max + b se llama aproximaciéon por la recta de minimos
cuadrados a los datos (z1,y1), (z2,92), ..., (Tn,Yn).
Para simplicidad de la notacion, escribiremos lo anterior en forma matricial. Silos puntos (21, y1), (22, 42), - - - (Tn, Yn)
estan todos sobre la recta y = maz + b (es decir, si son colineales) se tiene:

Yy =mx1 +b
Yo = mTo + b
Yn = MTp + b
Sy =Au
donde
Y1 z1 1
Y2 T2 1
Yy = . P A= . . 3 u:(m)
: S b
Yn Ty 1

Si los puntos no son colineales, entonces y — Au # 0 y el problema seria encontrar « tal que la norma
euclideana
|y — Au | (3.2)

sea minima; lo que constituye la Forma Vectorial del problema de Minimos Cuadrados. Luego minimizar
(3.2) es equivalente a minimizar la suma de cuadrados en (3.1).

Notar que A es una matriz de n X 2 y u de 2 x 1, por lo tanto, el vector Au es un vector en R” cuya
dimension es a lo més dos (observe que como maximo dos columnas de A son linealmente independientes).
Asi por el teorema de Aproximacion de la Norma | y — Au | es minimo cuando

Au = Proypy

donde H es la imagen de A.

Para comprender mejor, mostraremos su interpretacion geométrica, como vemos en la figura (3.1), en el
caso de R? la imagen sera un plano o una recta que pasa por el origen (pues estos son los tinicos subespacios
de R3 de dimensién uno o dos). El vector que minimiza se denota @. Del Teorema de Pitagoras se deduce
| y — Au | es minima cuando y — Au es ortogonal a la imagen de A.

Observacion 3.6 y — Au es ortogonal a Au
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Figura 3.1: y — Au es ortogonal Au

Luego, si @ es el vector que minimiza, entonces para todo vector u € R? tenemos
Aul(y — Aa).

Usando la definicién de producto escalar en R™; tenemos:

ul(Aly — A'Aa) =0
La ultima ecuacién se cumple V u € R? sélo si
(Aly — A'Aa) =0

Al despejar @, se obtiene la Solucidn al problema de minimos cuadrados para un ajuste por linea recta.

Si

Z1 y1
zg 1 Y2
A = . , u = < m ) , y =
: b
zp 1 Yn

entonces la recta y = mx + b da el mejor ajuste (en el sentido de minimos cuadrados) para los puntos
(xla y1)7 (:E?a y2)7 ) (’T’na y’n) cuando
i = m
N b

a = (AlA)AYy

Se supuso que A’A es invertible, en el caso que los n datos no son colineales.
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Teorema 3.8 Sean (z1,y1), (72,%2), ..., (Zn,yn) 1 puntos en R? y suponga que no todas las x; son iguales.
Entonces si
1
I 1
A=
T, 1
la matriz A'A es una matriz invertible de 2 x 2.
Observacion 3.7 Six1 =2 = ... = x, entonces todos los datos estdn sobre la recta vertical z = x1 y la
mejor aprorimacion es obviamente esta recta.
Demostraciéon por reduccién al absurdo:
1 1
x9 1
Observe A = L. y note que no todas las z; son iguales, por lo tanto las columnas de A son
Ty, 1
linealmente independientes.
Veamos quien es A'A.
r1 1
Z9 1
A4 — T1 Ty ... Tp |
( 1 1 ... 1 Do
z, 1

( Z:‘L:lmzz Z:‘L:lmi )
2?21 Zj n

Supongamos que A'A no es invertible, eso implicaria que det(A'A) = 0
n n 2
@nZw? —(Zmz> =0
i=1 i=1
n n 2
i=1

T1
1 )
Sea: u = ) yT= . entonces
1 Ty,
luP=u-u=n |eP=Yl,a y uwao=Yl,

por lo tanto se puede reescribir como:

jul? -z * = Ju-zf

Slul-[z] = |u-z]
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Utilizando la desigualdad de Cauchy Schwartz que dice: | u | - | z |<| u -z | en donde la desigualdad
se cumple, si y solo si z es un multiplo de u. Pero u y z son linealmente independientes; ya que son las
columnas de A

por hipotesis.
Por lo tanto queda demostrado el Teorema.

3.7.2. Aproximaciéon Cuadratica

Recordemos que una curva cuadratica tiene la forma:
_ 2
Yy = ax” + a1 + ag.

Deseamos ajustar esta curva cuadratica a n datos. La ecuacién anterior, es la ecuaciéon de una parabola
en el plano. Si los n datos estuvieran sobre la parabola se tendria lo siguiente:

2
Y1 = agxr]t+a1ry + ag
2
Yo = a2x5;+ a1r2 + ag
_ 2
Yn = Q2T, +a1Ty + ao
Y1 :v% r1 1
2 a
Y9 z5 xo 1 2
Para y = ] A= . L u=1 a
ao
2
Un T, Tp 1

El sistema se puede reescribir como: y = Aw al igual que en el caso de Aproximacién por una recta.

Si los datos estan todos sobre la curva se tiene y — Au = 0 y para eso se encuentra el polinomio de
grado dos que pasa por los puntos; por ejemplo para: (1,4); (2,7); (3,14) se quiere encontrar un polinomio
de grado dos (uno menos que el namero de puntos dados como datos) que se ajuste a esos puntos. Sea el
polinomio buscado:

asz? + a1z + ag

Se dieron tres puntos; los cuales se utilizaran para determinar las incégnitas as, a1 y ag. Sustituyendo en
nuestro polinomio:

r=1y=4
c=2,y="7
r=3,y=14

Obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

a2x2 + a1 + ag
dasz® 4+ 201z + lag = 7
9as2? + 3a1z + lag = 14
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Podemos representar el sistema de ecuaciones por medio de la matriz

4
7
4

Nl
W N =
— =

1

efectuando las siguientes operaciones elementales:
E91(—4) E21(—9) ~ E32(—3) ~ E93(3) E13(—1) ~ Eo(1/2) ~ Eq2(1) ~

obtenemos la matriz en su forma escalonada reducida

)

De donde: as =2,a1 =—-3yay=5
Por lo tanto la parabola que pasa por los tres puntos dados es 222 — 3z +5 =y

4
14
12

10

Figura 3.2: Grafica de 222 — 3z +5 =1y

Observacion 3.8 El lector puede verificar que efectivamente y — Au = 0 lo que nos quiere decir que los
datos estan sobre la pardbola.

Si los datos no estéan todos sobre la pardbola; entonces y — Au # 0 para cualquier vector u, y luego el
problema se convierte en:

Encontrar un vector u € R? tal que | y — Au | sea minima.

Usando el mismo razonamiento que en el caso de la recta, se puede demostrar que si al menos tres de las
x; son diferentes, entonces A*A es invertible y el vector que minimiza al vector @ esta dado por:

a=(A'A)7". Aly
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3.7.3. Aplicaciéon a la Geologia Minera

Los geodlogos estudian la composicién de rocas y minerales en las formaciones para reunir informaciéon
sobre ellas. Estudiando las rocas metamorficas y determinando aspectos como temperatura y presion a la
que se formaron se obtendra informacién 1til sobre las condiciones presentes en el momento de formacién.
Un mineral comin es el granate. Se sabe que el coeficiente de distribucion de F, — M, del granate es
altamente dependiente de la temperatura a la que se formé. (Aqui, el coeficiente de distribucién Fp, — M,
se relaciona con las proporciones de fierro (Fe) y magnesio (M) en el granate). Sin embargo, la cantidad
de calcio (C,) en el granate también afecta el coeficiente de distribucion (F, — My). Se pueden hacer
correcciones a las estimaciones de temperatura, si la relacién entre calcio presente y el coeficiente F, — M,
del granate se pueden determinar. Se reunieron los siguientes datos de las muestras del granate formadas
en las montanas de Esplanade en British Columbia.

Tabla N°1

Fraccion Molecular de C, | Coeficiente de distribucion F, — M,
0,1164 0,12128
0,0121 0,17185
0,0562 0,13365
0,0931 0,1485
0,0664 0,12637
0,1728 0,10406
0,1793 0,10703
0,1443 0,1189
0,1824 0,09952

Encontraremos la recta de minimos cuadrados y la graficaremos. Para eso utilizaremos la fracciéon
molecular de C, para las coordenadas z y el coeficiente de distribucion F, — M, para las coordenadas y.
i Tienen los datos, en apariencia, una relacién lineal?

Figura 3.3: Representacion grafica de la Tabla N°1
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Construyendo el sistema:

0,12128 = m-0,1164+0b
0,17185 = m-0,0121 +b
0,13365 = m-0,0562 +b
0,1485 = m-0,0931+b
0,12637 = m-0,0664 +b
0,10406 = m-0,1728+b
0,10703 = m-0,1793 +b
0,1189 = m-0,1443+b
0,09952 = m-0,1824+1b
0,12128 0,1164 1
0,17185 0,0121 1
0,13365 0,0562 1
0,1485 0,0931 1
Luego su representaciéon matricial es: y = | 0,12637 A= 0,0664 1
0,10406 0,1728 1
0,10703 0,1793 1
0,1189 0,1443 1
0,09952 0,1824 1

De donde:

0,1164 0,0121 0,0562 0,0931 0,0664 0,1728 0,1793 0,1443 0,1824
1 1 1 1 1 1 1 1 1

[ 0,14603096 1,023
- 1,023 10

Calculando el determinante de A'A se obtiene: det(A'A) = 0,4137806

1 10 —1,023
t -1 _ )
= WA = G 137806 ( —1,023 0,14603096 )

i = (A'A)lAly
. 1 10 ~1,023 \ [ 0,11840559
= 0,4137806 \ —1,023 0,14603096 1,13116

. 1 ( 0,02687922 )

YT 0,4137806 \ 0,044055462
o _ ( 0.064960077
=\ 0,106470584

) .

0,1164
0,0121
0,0562
0,0931
0,0664
0,1728
0,1793
0,1443
0,1824

—_ o e e e el e e
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Por lo tanto, la recta que mejor se ajusta a los datos, estd dada por la ecuacion:

y = 0,064960077z + 0,106470584

3.7.4. Aplicaciéon al Movimiento Rectilineo Uniforme

Una persona lanza una pelota al aire hacia abajo. La altura que alcanza esta dada por

1
s(t) = 8o + vot + agtg.

Se toman las siguientes mediciones:

Tabla N°2
Tiempo transcurrido(segundos) | Altura(pies) | Altura(en metros)
1 57 17,3736
1.5 67 20,4216
2,5 68 20,7264
4 95 2.8956

Usando los datos, estimar:

= La altura a la que se dej6 caer la pelota.
= La velocidad inicial.

» gen (en m/seg?)

Los datos dados se pueden reescribir como el siguiente sistema de ecuaciones:

1
17,3736 = so+vo+ —g

2
1
20,4216 = s+ 1,50 + 52,259
1
20,7264 = sy + 2,500 + ;6,259

1
2,8056 = so + 4o + 5169

y que en forma matricial se representa:

y = Au
17,3736 11 1 )
20,4216 1 1,5 2,25 [
donde y =1 o) 7964 A=11 25 6.2 =1 v
2, 8956 1 4 16 9
Queremos saber quien es A'A y Aty
1 1 1 1 } . ; ) 2; 4 9 25,5
AtA=|1 1,5 25 4 L os cos | = 9 255 84
1 2,25 6,25 16 L e 25,5 84 301,125
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Haciendo una serie de célculos se obtuvo que (A?A)~! —7,65151515  7,46349206 —1,43434343

§,38636362 —7,65151513 1,42424242
1,42424242 —1,43434343 0, 28282828

61,4172
Por otro lado Afy = | 111,4044
239,1918
Finalmente como @ = (A*A)~1 . Aly
tenemos:

8,38636362 —7,65151513  1,42424242 61,4172
u = —7,65151515  7,46349206 —1,43434343 |- | 111,4044
1,42424242 —1,43434343  0,28282828 239,1918

3,321627649
= 18,44803413
—4, 668982271

En consecuencia los datos se ajustan a la ecuacién cuadratica

s(t) = 3,32163 + 18, 44803t — 4, 668982

lo que nos indica:
» que el término 3,32163 aprox. representa la altura inicial de la pelota (medida en metros)
» que el término 18, 44803t representa la velocidad inicial (hacia arriba) de 18,45m/seg
= como

~g ~ 4,668982271

2-4,668982271
~ 9,34m/seq’

Q

este valor es cercano a 9,81m/seg?.

Para obtener una aproximacién mas exacta de g tendrian que haberse tomado los datos con mayor
precision.

3.8. Ejercicios Propuestos

1. Encuentre el polinomio de grado dos, cuya grafica pasa a través de los puntos dados: (1,14); (2,22);
(3,32). Grafiquelo y ademas verifique que y — Au = 0.

2. Encuentre el polinomio de grado tres que mejor se ajusta a los puntos dados: (-1,0); (1,1); (2,2);
(3,5). Grafiquelo y ademés verifique que y — Au # 0.

3. Un fabricante compra grandes cantidades de refacciones para cierta maquina. El encuentra que este
costo depende del nimero de cajas compradas al mismo tiempo y que el costo por unidad disminuye
conforme el nimero de cajas aumenta. Supone que el costo es una funcién cuadratica del volumen y
de las facturas anteriores, obtiene la siguiente tabla:
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N°de cajas compradas | Costo Total(dolares)
10 150
30 260
50 325
100 500
175 670

Encuentre su funciéon de costo total.



CAPITULO 4

Espacios con Producto Interno y
Proyecciones

4.1. Introduccion

En este capitulo se definird Espacio Vectorial con Producto Interno < u,v > y se enunciardn sus
propiedades. Ademas se presentara el Espacio V = C|a, b] de las funciones continuas de valores reales en
el intervalo [a,b] con el fin de definir el producto interno en este Espacio.

En la seccion (3.6) estudiamos la proyeccion ortogonal de v sobre H, en el capitulo presente se extienden
los resultados del capitulo anterior al Espacio con Producto Interno.

Al final del capitulo se presentaran las aplicaciones relacionadas con Minimos Cuadrados: Aprozimacion
de una funcidn por medio de polinomios y Aprozimaciones de Fourier de una funcion f en Clm,—m] por
medio de polinomios trigonométricos.

29
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Definicion 4.1 (Espacio con producto interno) Un espacio vectorial complejo V se llama espacio con
producto interno si para cada par ordenado de vectores u yv € V, existe un nimero complejo inico < u,v >,
llamado producto interno de u y v, tal que si u,v y w estdn en 'V, y a € C, entonces:

s <y, 0>> 0

n <vu>=0&0v =10

v <y vtw>= <uu>+ <u,w>
v <y, w>—= <u,w>+ <v,w>
 <uv>= < v,u >

<o uv>= a<u,v>

n <u, @ V> = a<u,v>

Ejemplo 4.1 (Un producto interno) Sea V = Cfa,b] el espacio de las funciones continuas de valores
reales en el intervalo [a,b] (suponiendo que a<b). Se define

b
<tfg>= [ 0
Queda al lector probar que efectivamente < f,g >= f: f(t)g(t)dt es un producto interno.

Observacion 4.1 FEsta es la manera mds comin de definir el producto interno en C[a,bf; pero no es la
unica.

Definicion 4.2 Sea V un espacio con producto interno y suponga que u y v estan en V. Entonces:

1. u y v son ortogonales si < u,v >=0

2. La norma de u, denotada por || u ||, estd dada por || u ||= /< u,u >

Definicion 4.3 El conjunto de vectores {vi,va,...,v,} es un conjunto ortonormal en V si:
» <w;v; >=0parai#j
= V<o, > =1

Si solo se cumple la primera condicion se dice que el conjunto es ortogonal.

Teorema 4.1 Cualquier conjunto finito de vectores ortogonales diferentes de cero en un espacio con pro-
ducto interno es linealmente independiente.

Definicion 4.4 Sea H un subespacio del espacio con producto interno V con una base ortonormal {uy, ua, ..., ug}
st v €V, entonces la proyeccion ortogonal de V sobre H denotada por

Proygv =< v,u; > -u1+ < v,uz > ug + ...+ < v,up > -ug

Observacion 4.2 Notar que Proygv € H.
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Definicion 4.5 Sea H un subespacio del espacio con producto interno V. Entonces el complemento orto-
gonal de H, denotado por H*, estd dado por:

H* = {z € V: < z,h >= 0 para todo h € H}
Teorema 4.2 Si H es un subespacio del espacio con producto interno V, entonces:
1. HY es un subespacio de V
2. HNH* =0
3. dimHt = n — dimH st dimV =n < o0

Teorema 4.3 (Teorema de Proyeccion) Sea H un subespacio de dimension finita del espacio con pro-
ducto interno V y suponga que v € V. Entonces existe un par unico de vectores h y p tales que h € H, p €
H'. Y v = h+p. En particular, h=Proygv y si V tiene dimension finita, entonces p=Proygiv.

Teorema 4.4 (Teorema de Aproximacion de la Norma) Sea H un subespacio de dimension finita
del espacio con producto interno V y sea v un vector en V. Entonces, en H, Proygv es la mejor aprozi-
macion a v en el siguiente sentido: si h es cualquier vector en v, entonces:

v = Proymo ||<||v—h|

4.2. Aproximacion por minimos cuadrados a una funcién con-
tinua
Sea f € C|a,b]. Se quiere aproximar f por un polinomio de grado n. Luego surge la pregunta
i,Cudl es el polinomio que se aproxima mejor a la funcién?.

Se entiende por mejor aproximacién aquella que minimiza el error al aproximar.
Definicion 4.6 (Tipos de Error) Definiremos los tres tipos de error mds comunes:

» Error Mdzimo: mdz | f(z) — g(z) | para = € [a,b]

= Error de Area: fab | f(z)g(z) | dz

» Error Cuadrdtico Medio: f; | f(z)g(x) |? dx

Se puede utilizar el teorema de aproximacion de la norma para encontrar el polinomio tnico de grado n
que se aproxima a una funcién continua dada con el error cuadratico medio mas pequeno.

Para todo n € N, P,[a,b] el espacio de los polinomios de grado menor o igual a n definidos sobre [a,b]
es un subespacio de dimension finita de C|a,b|. Se puede calcular, para f € Cla,b] y p, € P,.

H f_pn ||2 = <f_pnaf_pn >
b
- / [(F(E) = pu () (F () — pu(t))]dt
b
- / (F(£) — pu(t) 2dt

= error cuadratico medio
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(4.2)
Por lo tanto el polinomio de grado n que se aproxima a una funcién continua con el error cuadratico

medio méas pequeno, esta dado por:
pn = Proyy, f

4.3. Aplicaciones

4.3.1. Minimos Cuadrados

Encuentre un polinomio de segundo grado que mejor se aproxime a sin(5z) en el intervalo [0,1] en el
sentido del error cuadratico medio.
Primero debemos encontrar una base ortonormal en P[0, 1], para asi gracias a un teorema mencionado
. . -
anteriormente sabremos quien es la Proyp,o,1] sin(5x).

Verifiquemos que el conjunto {1,v/3(2z — 1),v/5(6x2 — 6z + 1)} es una base ortonormal en P[0, 1].
En efecto :

1
(1,V3(20 —1)) = /[1-\/5(295—1)]6135

:f/ (20 — 1)d

= \fﬂﬂ —37)|0
= V3[(1* = 1) = (0* - 0)]
= 0

(V3(2z —1),V5(62% — 62 +1)) = /1[\/5(295 —1) - V5(62% — 62 + 1)]da
0
= \/ﬁ/l(mx?’ — 1822 + 8z — 1)dx

= V1 / — 623 +42% — ) |}

— VI5[(3—6+4—1)—0]
=0

(1,V5(622 — 6z +1)) = /1[1 V5(622 — 6z + 1)]dx

0
= V5[22% — 327 4 2] |}
= V5[(2—=3+1)—0]
= 0
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{1,V/3(2z — 1),+/5(62> — 62 + 1)} es ortogonal.
Solo falta verificar la segunda condicién de conjunto ortonormal.

1
I11)? = /1-1da:
0

=zl

= 1-0
=1

1l =1

1V3(2z —1)|? = /01[\/3(233 —1)-V3(2z — 1))dz
! 2
= 3/0(433 — 4z + 1)dx

4
= 3[-23 —22% 4+ 2] |}

3
- 3[(%—2“)—0]
_ 3.%
=1
1V3(2z —1)| =1

V5622 — 6z + 1)||> = /1[\/5(6:132 — 6z +1) - V5(62% — 62 4 1)]dz
0

1
= 5/ (362* — 7223 + 482 — 122 + 1)dx
0

= 5[1—6x4—18x4+16x3—6x2+m] B
36

= Sl —18+16—-6+1)—0]
36

= 5(= -7
(=7

= 1
V5 (6% — 62 + 1) = 1
.. Bl conjunto {1,v/3(2z — 1),v/5(62? — 6z + 1)} es ortonormal.

Calculando:
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Proyps[0,1] = (sin(5z,1)) - 1 + (sin(Zz, v3(2z — 1)) - V3(2z — 1) + (sin(Zz, V5(62% — 6z + 1))) -
V(622 — 62 4 1)

= fo sin(5xz)- 1dx+f0 sin(Zz)- \/3(2x—1)]dx-\/3(2x—1)+f01[sin(%x)-\/5(6x2—6$+1)]dx-\/5(6:1:2—
6z + 1)

:%fo §sin(Gx dw—{—\ffo sin(Zz) - (20 — 1)dz - vV3(2z — 1) +\ff0 sin( (622 — 61 + 1)dz-
V5(62% — 62 4 1)

[ = 7[0 sin \)/ciu—i—\f fo 2z sin(5z)dz— fo sin(Zz)dz]v/3(22—1)+v/5] fo 622 sin(Zz)dz— fo 6 sin(5z)dz+
o sin(Fz)dz] - V5(63* — 6z + 1)

© o] VA ) 55 a(a)is2 [0 i) Bn-1 VB0 ) B3 s
6-%folg(gx)sm r)dz + 2 fo Zsin(Sx)dz] - \[(6:3 — 6z +1)

= =2 . cos(%z )]0—1—\[ fo usin(u)du—2-— cos(%x)]l] V3(2z— 1)+\[[48 u? sin(u)du— 23 folusin(u)du—i—
c— cos(%x)]é] 5(62% — 6z + 1)

3 [no

= 24VE [ (Fr-cos(3a) + sin(3)} ]y — 2 VEQ- 1) +VEL {~(32) - cos(§a) + 23a)sin(5e) +2- cos(Ga
%{—(%x)cos(%x)—i—sin(%x)}] 21 V/5(622 — 6z + 1)

= 2+ VB[E{1} - 2]v3(22 — 1) + VB[ B {r — 2} — Z3{1} + 2] V/5(62% — 6z + 1)
= 24+ V3[5 — 2]V3(2z — 1) + VB[ {r — 2} — 2} + 2] . /5(62? — 6z + 1)

- 2]\/3(2z — 1) + V5[ — 28 — 20 + 21 /5(62? — 63 + 1)

=24+ V3% - 21322 — 1) + VB[ — 2} 4 2]. \/5(62% — 6z + 1)

=B+ - B+ 2 (67— 6o+ 1)

3
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:[71%80_’_7”220_’_60] T +[2880_@_772]_x+[7;1380+%+%]

~-0.834574 -x? + 1,87827 -  — 0,024325

4.3.2. Aproximaciones de Fourier

Sea f una funcién en C[-m,7| con producto interno definido:
<fg>=[ [flx)g(z)dz

El objetivo es determinar la aproximacion por minimos cuadrados de f en el espacio T[-m,7| de polinomios
trigonomeétricos generados por el conjunto {1, cosz,sinz, ..., cosnz,sinnz} donde n € N.
Queda al lector demostrar que efectivamente {1, cosz,sinz, ..., cosnz,sinnz} son ortogonales.
Ademaés las magnitudes de estos vectores son:

1?2 = /(l-l)dx:27r

—T

m
|| cosnz|[? = / (cosnzx - cosnz)dr =7
—T

m
||sinnz||? = / (sinnz - sinnz)dr = 7
-7

Por lo tanto

1 1 1
{90,---,92n} = { cos T, sinz, CoSnT, —— sinnm}
" o RO o,

es una base ortonormal para T[-m,x].
De manera similar a minimos cuadrados, se utilizar4 una base ortonormal para deteminar la proyecciéon

de f sobre T[-m,n| y asi determinar la aproximaciéon por minimos cuadrados g de f

g(x):PTOyT[—ﬂ,ﬂf = < figo>g0+ ...+ < f,g92n > gon

es decir:

g(z) = <f, >m+<f,ﬁcosx>\}cosm+<f, sma:>\lfs1n:1:+ +<f, cosnm>ﬁcosnm
<f, Slnn$> ﬁ sin nx

Usando la siguiente notacion:

1 1 T 1 1 1
w = () v Lo )i = [ st
ak = <f’fCOS]$>7r:/ (f(ﬂc)'\/17?00Sjﬂﬂ)dﬂc‘:lwz;lr B f(x) cos jdz
by = <f,\}7>rsinjx>17r:/_ﬂ (f(x)-lﬂsinj@)dm-lwzjr/j f(z)sin jzdx

3
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La aproximacion trigonométrica de f(z) se puede expresar como:

n
g(z) = ag+ Z (aj cos jx + bjsin jx)
j=1
donde g(z) recibe el nombre de aproximaciéon de Fourier de orden n de f(z).
Los coeficientes ag, a1, by, - . . , an, by reciben el nombre de coeficientes de Fourier y obviamente a medida
que m se incrementa la aproximacion es cada vez mejor, en el sentido que ||f — g| | se reduce.
La suma infinita

g(z) = ap + Z (aj cos jz + bjsin jx)
j=1
recibe el nombre de Serie de Fourier de f en el intervalo [—7, 7].

2

Ejemplo 4.2 Se quiere aprozimar la funcién f(x) = x= en el intervalo [—m, x].

Para eso, se calcularan los coeficientes de Fourier, es decir, ag, a; y b;

ag = — w’dz

/ 22 cos(jz)dz

1 s
= 3/ u? cos(ju)du

3=

g3m
1

= e (UQSIHU—2SIDU+2UCOSU)] o

= Si ((jz)?sin(jz) — 2sin(jz) + 2(jz) COS(JﬂU))]W7r

_ j; [((jm)?sin(jm) — 2sin(jr) + 2(j7) cos(jim)) — ((—jm)* sin(—jn) — 2sin(j — )
+2(jm) cos(—jm))]

= j17r[2]7rcos(j7r) + 2 cos(—jm)]

= ;L;?;cos(jw)

= ;42 cos(jm)
4
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Ahora, en el caso que se pidiese la aproximacion de Fourier de orden cuatro de f(z) = =

™

— / 22 sin(jz)dx

-7

1 ™
/ u? sin(u)du

-

j;ﬂ(—u2cosu%—2u$nu—%2cosuﬂiw

j;g—(ja:)? cos(jz) + 2(jz) sin(jz) + 2 cos(ja:))] :

ji [((=(5m)? cos(jm) + 2(jm) sin(jm) + 2cos(jm)) — (=(j - —m)* cos(—jm) + 2(—j) sin(—j)

2 "4 .
g(z) = *+Z.7(—1)j'008(j$)
=17

2 en el intervalo

[—7, ]; se debe reemplazar j = 1,2, 3,4; y asi se obtiene la aproximacion de orden cuatro de f.

4.4.

1. Encuentre un polinomio de quinto grado que mejor se aproxime a cos(5z) en el intervalo [0, 1] en el
sentido del error cuadratico medio.

1 1 1
g(z) = 3,284+4 [— cos(z) + ) cos(2z) — 9 cos(3z) + 16 cos(4zx)

Ejercicios Propuestos

. Encuentre la serie de Fourier y aproxime las siguientes funciones:

a) f(z) = |2 en [r, =]
b) f(z)=e* en [m, —]

¢) f(z)=|sinz| en [r,—7]
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CAPITULO 5

Valores y Vectores Propios

5.1. Introduccion

El capitulo comenzaré definiendo valores y vectores propios?, la ecuacién caracteristica de una matriz
y su respectivo polinomio caracteristico, todo esto acompanado de un ejemplo ilustrativo para determinar
cada uno de ellos.

En la seccion (5.4) se analizaran las Formas Cuadraticas, se demostraran algunos teoremas relevantes
de las subsecciones (5.4.1) y (5.4.2) correspondientes a matrices semejentes y diagonalizacion; con el fin de
aplicarlos para determinar dada una ecuacién de dos variables, su forma candnica por medio de diagonali-
zacion utilizando valores y vectores propios y finalmente decir jqué forma geométrica es? (elipse, circulo,
hipérbola, un par de rectar o una conica degenerada).

Finalmente veremos algunas aplicaciones orientadas al Cremiento Poblacional, Cadenas de Markov y
Fisica Mecdnica (sistemas oscilantes de muelles y particulas y su generalizacion).

69
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5.2. ;Qué son los valores y vectores propios?

Definicion 5.1 Sea L : V — V un operador lineal, dimV — n. Un escalar A # 0 se llama un valor
propio de L si existe v € V, v # 0, tal que L(v) = X v. Todo vector que cumpla esa condicion se llama
vector propio asociado al valor propio .

Nota: Si L : 'V — V es un operador lineal, dimV = n, entonces L se puede representar por una
matriz AL. Por esto se habla indistintamente de valores y vectores propios de un operador lineal o de la
respectiva matriz.

5.3. Matriz Caracteristica, Ecuacion Caracteristica y Polino-
mio Caracteristico

Definicion 5.2 Sea A una matriz de orden n. La matriz polinomial C = A - X I se llama matriz carac-
teristica de A (I es la matriz identidad). El determinante de A - X I es un polinomio de grado n, llamado
el polinomio caracteristico de A. Asi f(A\) = | A - X I| y la ecuacion | A - X I | = 0 se llama ecuacion
caracteristica de la matriz A.

Proposicion 5.1 Un escalar \ es un valor propio de un operador L <> \ es una solucion de la ecuacion
caracteristica de una matriz que representa a L.

5.3.1. Calculo de los valores y vectores propios de una matriz

Dada la matriz

1 1 -2
A= 4 0 4
1 -1 4

Si A es un valor propio de A, entonces tenemos el sistema:

Av = v
T T
Al vy = )\(y
z z
T T 0
Al y | =23 vy = 0)
z z 0

1. La matriz caracteristica se encuentra viendo quien es A — AI:

1 1 =2 A0 0 1-x 1 -2
A-X=| 4 0 4 -1 0 X 0 | = 4 - 4
1 -1 4 0 0 A 1 -1 4-X

2. El polinomio caracteristico es:
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FO) = [A=A)
1-x 1 -2
= —-A 4
-1 4-—-2x
A4 4 4 4 =)
= (= A)‘ 1 4—A‘_1"1 4—A‘+(_2)"1 —1‘
= (1=XN[-A4 =) +4]—[4(4—X) —4] —2[—4+ )
= (1—=A)[—4XN+ X2 +4] —[16 — 4\ — 4] +8 — 2
= (1=N[-4\+ X2 +4] 16 +4\+4+8—2)
= AN+ X4 +402 - X3 — 4N — 16+ 4N + 12 — 2]
= A 4+5)7 -6
= A\ —5)1+6)
= -AXA=3)(A—-2)
3. La ecuacion caracteristica se obtiene igualando el polinomio caracteristico a cero
fA) =0
“AA=3)(A=2) = 0
=X = 0
Ao = 3
A3 = 2
y asi obtuvimos los valores propios de la matriz A.
4. Corresponde buscar los vectores propios de A, para eso se recuerda el sistema inicial (A — AI)z = 0,

representado por la matriz ampliada:

reemplazando Ay =0

1

O = O = o

1
0
-1

1
0
-1

-2
4
4

-3
1
3

0
0 EQ(i) ~
0
0
0

Es1(1) ~
0

se obtiene el nuevo sistema en su forma reducidas:

1—X 1 -210
4 —A 410
1 =1 4-—X]|0
1 1 =210
1 0 110 |Ej9(—1)Esz2(—1) ~
1 -1 0
01 -3]|0
1 0 110
0 0 01]0
r+2z = 0
y—3z =
de donde r = —z
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Por lo tanto

Sy—o0 = {(~2,32,2) eR¥/2 #0}
Sh=o = <(—1,3,1)>

reemplazando Ay = 3

-2 1 =210 0 -1 010
4 -3 410 Ei13(2)Eg3(—4) ~ 0 1 00 E9(1) ~
1 -1 110 1 =1 110
0 0 0|0 0 0 0]0
0 1 0]0 E3a(1) ~ 01 010
1 -1 110 1 0 110
se obtiene el nuevo sistema en su forma reducidas:
y =0
z+2z = 0
de donde r = —z

Por lo tanto

Sy—3 = {(~2,0,2) € R®/z # 0}

Sz = < (—1,0, 1) >

reemplazando A3 = 2
-1 1 -210 0 0 0]0
4 =2 4]0 |E()Exs(-4)~[ 0 2 —4]0
1 -1 210 1 -1 210

se obtiene el sistema en su forma reducida:

20 —4z = 0
z—y+2z = 0

de donde y = 2z
z = 0

Por lo tanto

Sy=o = {(0,22,2) €R3/z #0}
S=2 = <(0,2,1) >

Finalmente hemos encontrado los vectores propios correspondientes a la matriz A.

5.4. Formas Cuadraticas

Teorema 5.1 Los valores propios de una matriz triangular son las componentes de la diagonal de la
matriz.
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Demostracion:
Si A es triangular superior tiene la forma

a1 a19 e a1n
0 as ... Q9p
A=

0 0 ... app
all — A a2 e A1n
. _ 0 as — A\ ... aop

entonces su matriz caracteristica es A — A\ =
0 0 e Qpp — A

y como Ud. lector puede demostrar previamente el determinante de una matriz triangular es igual al
producto de los componentes de la diagonal. Eso implica que:

|A—)\I|:(an—)\)-(agg—)\)-...-(a,m—)\)

Luego las soluciones del polinomio caracteristico f(A) = 0 son:

A= an
A2 = ax
An = Qpp

La demostraciéon para una matriz triangular inferior es idéntica.
Por lo tanto queda demostrado el teorema.

5.4.1. Matrices Semejantes y Diagonalizaciéon

Definicion 5.3 Se dice que dos matrices A y B de n X n son semejantes si existe una matriz invertible C
de n x n tal que: B =C~1AC

Observacion 5.1 De la definicion se deduce que: B = C~YAC, ast que si se multiplica por C a la izquierda

CB = C(C7'AC)
= (cc™hHac
= I,AC
= AC

que constituye una definicion alternativa de semejanza.

Definicion 5.4 (Definicion Alternativa) Dos matrices A y B son semejantes < existe una matriz
invertible C tal que CB = AC

Ejemplo 5.1 Verifiquemos que A y B son semejantes; donde

2 4 5 0 4 -1
A—<31> B—<0_2>ysea0—<3 1>
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FEntonces

lo que verifica que A y B son semejantes.

Teorema 5.2 Dos matrices A y B se dicen semejantes de n X n si representan la misma transformacion
lineal. Entonces A y B tienen el mismo polinomio caracteristico, y por lo tanto los mismos valores propios.

Hipotesis: A y B son semejantes
Tesis: | A— A\, |=| B — A, |
Demostracion:

Por hipotesis A y B son semejantes = B = C~1AC

|B= M, | = |CtAC -\, |

| C7YAC — I\, |
|CTTAC - CT'CA, |
|C™l || AC — C)I, |
|C7H|- | AC = \CI, |
|C7l || AC — \IL,C |
|C A=A, || C
|G - C - | A=Ay |
|C7HC || A= AL |
|In|'|A_>‘In|

= |A-AlL |

Por lo tanto queda demostrado el teorema.

Observacion 5.2 Queda al lector verificar que los valores propios de una matriz diagonal son los compo-
nentes de la diagonal.

Definicion 5.5 Una matriz A de n X n es diagonalizable si existe una matriz diagonal D tal que A es
semejante a D.

Corolario: Si A es diagonalizable = A es semejante a una matriz diagonal cuyas componentes en la
diagonal son los valores propios de A.
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Teorema 5.3 Una matriz A de n X n es diagonalizable < tiene n vectores linealmente independientes.
En tal caso, la matriz diagonal D semejante a A, estd dada por

A 0 ... 0
0 X ... O
D = S :
0 0 ... X\
donde A1, Az, ..., A\ son los valores propios de A.

Si C es una matriz cuyas columnas son vectores propios linealmente independientes de A
= D=C"1AC.
5.4.2. Matrices Simétricas y Diagonalizacién Ortogonal
Teorema 5.4 Sea A una matriz simétrica real de n X n. Entonces los valores propios de A son reales.

Teorema 5.5 Sea A una matriz simétrica real de n X n. Si A\y y Ay son wvalores propios diferentes con
vectores propios reales correspondientes v1 y ve, entonces v1 y vy son ortogonales.

Demostracion: Si A es un valor propio de A, entonces:

Avi = Mvp
(Avi) -v2 = (Aqv1) - v2
A(’Ul . UQ) = )\1(’01 . 112)

A(’U1 '1)2) = U1 Atvg)

Asi

eso implica que vy - v2 = 0 pues A; # A2 ya que son valores propios diferentes.
Asi queda demostrado que v1 y v2 son ortogonales.

Definicién 5.6 Se dice que una matriz A de n X n es diagonalizable ortogonalmente si existe una matriz
Q tal que
Q'AQ = D

donde D es una matriz diagonal, cuyos elementos de la diagonal son A1, A, ..., A, (los valores propios de
A), y que se denota D = diag(Ai, Ao, ..., Ap)

Teorema 5.6 Sea A una matriz real de n x n. Entonces A es diagonalizable ortogonalmente < A es
simétrica
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5.4.3. Formas Cuadraticas

Definicion 5.7 Una Ecuacion Cuadrdtica en dos variables sin términos lineales, es una ecuacion de la
forma
2 2 _
axr” +bry+cy” =d

donde al menos uno de los coeficientes a, b, c es diferente de cero. Mientras que una forma cuadrdtica en
dos variables es una expresion de la forma

F(z,y) = az® + bzy + cy?

donde al menos uno de los coeficientes a, b, c es diferente de cero.

Si F(z,y) = ax?® + bry + cy? es una forma cuadratica, se puede reescribir como

F(z,y) = v'Av

dondeA:<b72 b£2>yv:<;)

En efecto tenemos:
¢ B o a b2\ [z
v = () (g ) (7)

= (wa—l—yg m’2’+yc)-<z>
b b
= (xa+y§)-x+(x§+yc)-y
2 b b 2
= azr +§$y++§xy+cy
= az? + bry + cy?

= F(xay)

donde A es una matriz simétrica asociada a esta forma cuadratica, denominada matriz de la forma cua-
dratica.

Ejemplo 5.2 FEscribiremos la siguiente forma cuadrdtica en términos matriciales:

F(z,y) = —z% + 22y — o

Note que a = —1,b = 2,¢c = —1, entonces la forma matricial de la forma cuadrética es:

e = (3 4) ()

Como este caso es simplista, se generaliza al caso en que hay término libre, para eso abordaremos el
problema como una ecuacién cuadratica: v* Av = d.

Como A es simétrica, existe una matriz ortogonal C tal que C*AC es una matriz diagonal D (cuyos
elementos de la diagonal son los valores propios de A).
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De lo anterior tenemos

C'AC = D
C(C'AC) = CD
(CCYH(AC) = CD

I,(AC) = CD
(AC)C~' = (cD)Cc™!
A(cc™Y = c¢pc!

Al, = CDcC™ !
A = oDC!

Luego tenemos que:
vAv=d = v'CDC' =d.

Estas matrices definen una rotacién de coordenadas v* = C*v del sistemas de coordenadas rectangulares

Xy a un sistema de coordenadas z'y’; en la cual falta el término z'y’.
En el sistema de coordenadas z'y’, la ecuacion v*Av = d se convierte en

W'Dy = d

o )\1 0 o $I
SeanD-(O )\2> U—<y/>

Entonces
' ' )\1 0 . x' .
(" y) (0 N s ) =
!/
(- AQ-y')-<x,> = d
Yy
M-+ (y)? = d
Sid#0=

esta es la ecuacion de una conica.

Observacién 5.3 Si A\; y Ay tienen el mismo signo, entonces ax? + bry + cy? = d define una elipse (o
un circulo) o una cénica degenerada. Si A1 y Ay tienen signo contrario, entonces az® + bry +cy? = d es la

ecuacion de una hipérbola.

Teorema 5.7 (De los ejes principales en R?) Sea az? +bry+ cy? = d una ecuacion cuadrdtica en las
variables (z,y). Entonces existe un nimero unico 0 en [0,2r[ tal que la ecuacion se puede reescribir de la
forma X1 - (2)2 + Ao - (/)2 = d donde (2',y') son los ejes obtenidos al rotar los ejes (x,y) en un dngulo 6

en el sentido contrario a las manecillas del reloj y donde A1 y A2 son los valores propios de la matriz

A= ( b72 bf)

Los ejes (x',y') reciben el nombre de ejes principales de la ecuacion cuadrdtica.
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Demostracion:
Como C es una matriz real y ortogonal, entonces C - C~' = 1I,,

c-ct=1,
=det(C-C 1) =1

= det(C) = 1

Si det(C) = —1 se pueden intercambiar las filas de C para hacer det(C) = 1. Queda al lector demostrar
cosf) —sinf

sinf  cosf
Por lo tanto queda demostrado el teorema.

que C = para algun 6 € [0,27[. Como puede notar C' es una matriz de rotacion.

a

Teorema 5.8 S71 A = < b2

b£2 ) entonces la ecuacion cuadrdtica azx® + bxy + cy? = d es la ecuacion
de:

1. Una hipérbola si d # 0 y det(A) <0
Una elipse, circulo o seccion conica degenerada si d # 0 y det(A) >0

Un par de rectas o una seccion cénica degenerada si d # 0 y det(A) =0

e e

Sid=0= az?+bry+cy?> = d es la ecuacion de dos rectas si det(A) # 0 y la ecuacion de una sola
recta si det(A) =0

Demostracion
La ecuacién caracteristica de A es

(A—A) = a&; o QA‘
b2
= (a—)\)(c—)\)—z

= )\2—(a+c))\+ <ac—z2)
= (A=A)(A =)

De aqui:
b2
)\1 . )\2 = ac — Z

» Sid#0ydet(Ad) <0 = ac—%<0

Por lo que si ac — % <0 = Ay A tienen distinto signo y la ecuacién az? + bry + cy? = d es
la ecuacién de una hipérbola.
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= Sid#0y det(A) >0

Entonces A1 y Az tienen el mismo signo y por tanto la ecuacion az? 4 bay + cy? = d seria la ecuacion
de una elipse, circulo o seccién conica degenerada.

» Sid#0ydet(A) =0

= ac— % =0 y por tanto A = 0 es un valor propio de A; asi la ecuacion A\iz? + \oy? = d se
convierte en A\jz2 = d 6 \oy? = d. Sin pérdida de generalidad supongamos que A\;z? = d tenemos
x = £+/d/)\ que es la ecuacion de dos rectas en el plano R2. Note que d/A\; no puede ser menor
que cero, pues implica que 22 < 0 =<«. Asi tendriamos una cénica degenerada; lo mismo sucede al
analizar \oy? = d.

= Sid =0 tenemos A\ (z')%2 4+ X2 (y)? = 0 si det(A) #0 = A1 # 0y Ay # 0y ademas Ay y A2 no
pueden tener el mismo signo pues implica que (z',4y’) = (0,0). En caso de que A\ y Ay tienen signos
opuestos se tiene:

M) = =Xa(y)?
W

! — :l: !

T N Y

que son las ecuaciones de un par de rectas en el plano zy.

Ysid=0ydet(A) =0 = que A1 6 X2 es igual a cero y por lo tanto 2’ = 0 6 ¥ = 0 que es la
ecuacion de la recta.

Por lo tanto queda demostrado el Teorema.
Ejemplo 5.3 Identificar la conica que representa la ecuacion

a) 17z? — 12zy + 8y? = 20
Identificando los coeficientes: a = 17,b/2 = —6,c =8 y d = 20

-6 8

Gracias a los teoremas demostrados anteriormente se sabe que A es semejante a una matriz D
(diagonal) cuya forma es D = diag(A1, A2) donde los \; son los valores propios de A respectivamente.

. . . 17 —6
La matriz que representa la ecuacién anterior es = A = < >

Buscando los valores propios de A.
La matriz caracteristica de A es

17—Xx -6

|A_M|:‘ 6 8-

‘:(17—>\)(8—>\)—36

Ahora el polinomio caracteristico f(A) =0 <

136 —1TA—8A+X2—36 = 0
A —2504+100 = 0
25 + /252 — 400

A =
2
v 25 + /225
- 2
25+ 1
\ - 5+15

2
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Asi los valores propios son los ceros del polinomio caracteristico:

Al =5
A2 = 20

Finalmente se escribe la nueva representacion de la ecuacion:

(¢ ) (g ) (5) ==
( 5’ 20;/)-(21) = 20
5(')2 +20(1')2 = 20

(') ()

= 20
4+1

que es la ecuaciéon de una elipse.

Figura 5.1: Elipse

Como esta ecuacion esta en términos de las nuevas variables (z',y') debemos encontrar la matriz de
rotacién para asi determinar en cuintos grados se ha rotado la elipse. Para eso encontraremos los
vectores propios correspondientes.

(7 )G ()

Luego para encontrar el vector propio correspondiente a A = 5 se debe reemplazar en la matriz

Nuestro sistema original era:

17-5 -6 [0\ (12 —6]|0 1 1 -1/2]0 1 -1/2]0
<—6 85 0>_(—6 30>E1(12) <—6 3 0>E21(6) (0 0 0)
=z—1/2y = 0
2r = y

"S5 = {(z,2z)/z € R,z # 0}

Luegosix:1:>vlz<;

Si reemplazamos A = 20 en el sistema tenemos:

> es un vector propio.
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17—20 —6 [0\ (-3 —6 |0 . 1 2|0 1 210
< -6  8—20 0>_<—6 —12 0)E1(3) (—6 —12 0>E21(6) <0 0 0>
>z+2y = 0
y = x/2

S0 = {(z,—2/2)/z € R,z #0}

. 1 .
Luegosiz=1= vy = < _1/2 ) es un vector propio.

Al normalizar estos vectores propios y escribirlos como las columnas de una matriz ortogonal C, se

o= (ans 4%)

La rotacion de coordenadas estd definida por esta matriz, por lo que se concluye
cosf sinf \ [ 1/v5 2/V5
—sinf cosf )\ 2/v/b —1/v/5

Esto nos dice que cosf = 1/v/5,sin = 2/v/5 y .. 6 = 63,4°

tiene:

Figura 5.2: Elipse rotada en 63,4°

Asi la coordenada de rotacion es aproximadamente 63,4°.

b) zy =2
Identificando los coeficientes: a = 0,b/2 =1/2,¢=0y d =2

0 1/2>

La matriz que representa la ecuacién anterior es = A = < /2 0

Gracias a los teoremas demostrados anteriormente se sabe que A es semejante a una matriz D
(diagonal) cuya forma es D = diag(A1, A2) donde los \; son los valores propios de A respectivamente.

Buscando los valores propios de A.

La matriz caracteristica de A es

0—A 1/2

|A_M|:‘ 1/2 0—A

‘ = (=\)?—-1/4
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Ahora el polinomio caracteristico f(A) =0 &

(=N)2—1/4 = 0

N2 = 1/4
Moo= 1/2
Moo= —1/2

Asi los valores propios son los ceros del polinomio caracteristico.

Finalmente se escribe la nueva representacién de la ecuacién:

() (0 D) (7)) =
)

(/2 —y’/2)-< y ) = 2
) ()
5 g T °
@) ) _ 1
4 4

que es la ecuacién de una hipérbola.

Figura 5.3: Hipérbola
Como esta ecuacion esta en términos de las nuevas variables (z',y') debemos encontrar la matriz de

rotacion para asi determinar en cuintos grados se ha rotado la hipérbola. Para eso encontraremos
los vectores propios correspondientes.

(e o5 (5)= ()

Luego para encontrar el vector propio correspondiente a A = 1/2 se debe reemplazar en la matriz
0—1/2 1/2 0\ _ (-1/2 1/2 |0 -1 1 0 1 -1
< 0 ) - ( /2 —1/2{0 B12) ~ 1/2 —1/2 |0 Ea(1/2)~{ o

1/2 0—1/2
=>-—rT+y =

0
T =y
{

Nuestro sistema original era:

SS=12 = A{lz,7)/z € Rz # 0}
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. 1 .
Luegosiz=1= v, = < 1 > es un vector propio.

Si reemplazamos A = —1/2 en el sistema tenemos:
0+1/2 12 o\ [ 1/2 1/2]0 1 1 ]0 B 1 1]o0
< 1/2 0+1/20>_<1/2 1210 ) B @~ 12]0 ) B2V~ o]0
sz+y = 0
y = —x

“Sa=—172 = {(z,—z)/z €R,z #0}

. 1 .
Luegosiz=1= vy = < 1 ) es un vector propio.

Al normalizar estos vectores propios y escribirlos como las columnas de una matriz ortogonal C, se

o~ (44 25)

La rotacion de coordenadas estd definida por esta matriz, por lo que se concluye
cosf sinf \ [ 1/vV2 1/V2
—sinf cosf )\ 1/vV2 —1/V2

Esto nos dice que cosf = 1/v/2,sinf = 1/v/2 y . 6 = 45°

tiene:

Figura 5.4: Hipérbola rotada en 45°

Asi la coordenada de rotacion es 45°.

b) 4z? — 12zy + 8y? = 10
Identificando los coeficientes: a = 4,b/2 = —6,c =8 y d = 10

-6 8

El lector puede verificar que el det(A) = 0 a diferencia de los dos casos anteriores. Podra inferir
después de este ejemplo que es trascendental conocer la naturaleza del determinante de A.

. . . 4 -6
La matriz que representa la ecuacion anterior es = A =

Por otro lado se sabe que A es semejante a una matriz D (diagonal) cuya forma es D = diag(A1, A\2)
donde los A; son los valores propios de A respectivamente.

Buscando los valores propios de A.
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La matriz caracteristica de A es

4—-X —6

|A_M|:‘ —6 8-

‘:(4—>\)(8—>\)—36

Ahora el polinomio caracteristico f(A) =0 <

(4—X)B8-XN—36 = 0
36 —120+X2-36 = 0
AA—=12) = 0

M o= 0

Ao = 12

Asi los valores propios son los ceros del polinomio caracteristico.

Finalmente se escribe la nueva representacion de la ecuacion:

(o yf).<8 102)'(355:) T

(0 12;/)-(21) = 10

12(y')> = 10
5
! — —
W) = /5
5
I P — —
que son las ecuaciones de un par de rectas.

Figura 5.5: Par de rectas

Observacion 5.4 De la definicion de wvalor propio y vector propio se considera como un escalar
A # 0 y un vector v # 0 que cumplen cierta condicion.

e (3)

De hecho el lector puede verificar que
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Si reemplazamos A = 12 en el sistema tenemos:

4—-12 -6 |0\ (-8 —6]0 1 1 3/410 1 3/4 |0
< —6 8—120)_<—6 —40>E1(8) <—6 —40>E21(6) (0 —13/40>
=y = 0
z = 0

s = (8)
-3 4)

no es invertible; eso implica que no es una matriz ortogonal y por lo tanto no representa la matriz
de rotacion.

Por ende

En general si tenemos una ecuacién de la forma
az® + bry + cy® + 2dz + 2ey = f

intentaremos eliminar los términos libres con el fin de simplificar la ecuacién. Para eso haremos una
traslacion, sustituyendo en la ecuacién

r = 2 +h
= yl+k

donde (h, k) representa el centro de los ejes de coordenadas (z',y').
Sustituyendo en la ecuacion las variables anteriores tenemos:

a(z' +h)2+b(x" +h)(y + k) + ey + k)2 +2d(z" +h) +2e(y +k) = f
a(z')? + 2az'h + ah?® 4+ bz'y' + bx'k + by'h + bhk + c¢(y')? + 2cy'k + ck? + 2dz’ + 2dh + 2ey’ +2ek = f
a(z) 2 + b’y + c(y)? + 22" (ah + b/2k + d) + 2y (b/2h + ck + e) + (ah? + bhk + ck? + 2dh + 2ek) = f

Observemos que para eliminar los términos lineales se tiene que hacer:

ah+b/2k+d = 0 (5.1)
b/2h +ck +e =
Resolviendo el sistema queda que:
b b/2e — dc b= ae —b/2d
~ ac— (b/2)? ~ ac— (b/2)?

Después de encontrar el valor de (h, k) se reemplaza en
a(z')? + b’y + c(y')? + 22/ (ah + b/2k + d) + 2y (b/2h + ck + €) + (ah® + bhk + ck® + 2dh + 2¢k) = f
y obtiene una ecuaciéon de la forma:
a(z") 2 + b’y +c(y)? = f

a la cual ya sabemos encontrarle su representaciéon como coénica.
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Ejemplo 5.4 Identifiqgue la conica que representa la ecuacion:
17(2')? — 122"y + 8(y")? + 120 — 16y = 12

Acd a =17,b/2 = —6,c=8,d=6,e = -8 y f =12
Como hay términos lineales, debemos desaparecerlos y para eso se sustituye
r = 2 +h
= yl + k
Luego se encuentra el valor de h y k y se reemplaza en la ecuacion original para asi eliminarlos y
obtener una ecuacion mds reducida. Sustituyendo:

17(2' + h)? —12(z' + h)(y + k) +8(y' + k)* +12(z" + h) — 16(y' + k) = 12
17(2")? + 342'h + 17h?* — 122"y — 122"k — 12y'h — 12hk + 8(y')? + 16y'k + 8k? + 122" + 12h — 16y’ + —16k = 12
17(z")* — 122"y’ + 8(y')? + 22'(17h — 6k + 6) + 2y’ (—6h + 8k — 8) + (17h? — 12hk + 8k* + 12h — 16k) = 12
Para eliminar los términos lineales debemos encontrar (h, k) que satisfaga ambas ecuaciones:
17Th —6kk+6 = 0 (5.3)
—6h+8—-8 = 0 (5.4)

Al resolver este sistema homogéneo se ha encontrado que (h,k) = (0,1), por lo tanto la ecuacion
17(z")? — 122"y + 8(y')? + 12z — 16y = 12

se transforma en
17(z")? — 122'y" + 8(y')? = 20

que como Ud. puede reconocer es uno de los ejemplos anteriores y que se mostro representa la ecuacion de una
elipse.

Observacion 5.5 En caso de que la ecuacion
az® + bry + cy® + 2dz + 2ey = f
tenga los coeficientes a = c =1 y b =0, entonces representa la ecuacion de un circulo. En efecto:
2?4+ %+ 2z +2ey = f

es lo mismo que
(z+d)?+ (y+e)? =f+d* +é

y ahora haciendo la traslacion

r = z+d
= vy + e

ro= Vf+d+e?
obtenemos

($l)2 + (yl)2 _ ’1"2

que es la ecuacion de un circulo.
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En el ejemplo siguiente el lector puede notar que la ecuacién estd en términos de tres variables, por lo

que se trata de una Superficie Cuadratica.

Ejemplo 5.5
522 4 6y° + 722 +day +4yz —1=0
Sea
b
a=2>5 §=2 c=6 d=0 e=2 f=7
5 2 0 x
A= 2 6 2 Yy v= Yy
0 27 z
En efecto
5 20 x
vlAv = (:v Y z) 2 6 2 Y
0 27 z

x
= (5x+2y 2z 4 6y + 22 2y+7z) y
z

= (bz +2y)z+ 22+ 6y +22)y + (2y + 72)z
522 + 2zy + 2y + 6y® + 2yz + 2yz + 722
512 + dzy + 6y° + dyz + 72

= F(z,y,2)

Por lo tanto debemos diagonalizar A

5—A 2 0

A=X|=| 2 6-Xx 2 =(5—/\)‘6_A ’

2 2
A

0 7—2X\
A6 = A)(7T=A) —4] = 2[2(7 — A) — 0]
)[42 — 6X — TA 4+ A% — 4] — 2[14 — 2)]
)[AZ — 13X\ + 38] — 28 + 4\

= 5X2— 65X+ 190 — A3 + 1322 — 38\ — 28 + 4\
= =2+ 18X%2 — 99\ + 162

= (A=3)(=A?+ 15\ — 54)

(5—
= (5-A
(5 A\

de donde f(A) =0, obtenemos A\; =3, 2 = 9,3 =6
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3 00 x'
=(z vy 2Z)[ 060 Yy’ =1
0 0 9 2!
:E/
(32" 6y 9z’)<y’) =1
Z,
3(2)° +6(y)° +9()* = 1
2 2 2
@2, WE

que es la ecuaciéon canénica de un elipsoide.

04
03

02
04

01~
02

03

04
05 e

Figura 5.6: Elipsoide (f;); + (f;); + (f;); =1

5.5. Aplicaciones

5.5.1. Un Modelo de Crecimiento de Poblacién

Se supone que cierta especie crece a una tasa constante; es decir, la poblacion de la especie después
de un periodo (entendiéndose este como una hora, un mes, una semana, un ano, etc.) es un multiplo
constante de la poblacién del periodo anterior. Una forma de que esto suceda, por ejemplo, es que cada
generacion es distinta y cada organismo produce r-crios y después muere. Si p,, denota la poblacién después
de n-periodos, se puede tener p, =7 - p,_1.

Este modelo puede describir el clasico ejemplo de una poblaciéon de bacterias, donde, en un tiempo
dado, un organismo se divide en dos organismos separados. Entonces 7 = 2. Si pg es la poblacién inicial,
entonces p; =7-pg, pa=7-p1 =71-(ro)=r%-poy asi sucesivamente, de manera que

Pn=1""po (5.5)

De este modo se ve que la poblaciéon aumenta sin cota si r > 1 y disminuye a cero si r < 1. Sir =1 la
poblacién se mantiene en un valor constante py.

Queda en evidencia la simplicidad de este modelo, puesto que no considera que el namero de crios
depende de las edades de los adultos como lo que sucede con la poblacién humana, donde las hembras
adultas de mas de 50 anos promedio producen considerablemente menos que las hembras de 18 afios
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promedio. Para manejar esta dificultad, se introduce un modelo que permita agrupar por edades y asignar
tasas de fertilidad diferentes.

Mostraremos un modelo de crecimiento de poblacién para una especie de venados. En esta poblacion
supondremos que el nimero de venados hembras es igual al nimero de venados machos. Sea p;,_1 la
poblacién juvenil (inmadura) de hembras en el afo (n — 1) y sea pgpn—1 €l nimero de hembras adultas en
el mismo ano. Algunos de los venados jovenes moriran durante el ano. Supondremos que cierta proporcién
a de los venados jovenes sobreviviran para llegar a adultos en la primavera del ano n. Cada hembra
que sobrevive engendra, en promedio, x venados hembras jévenes en la siguiente primavera. Los adultos
también mueren y la proporciéon de adultos que sobreviven de una primavera a otra es 3.

Esta tasa constante de supervivencia de los venados no es una suposicion simplista, a diferencia de la
que denota el crecimiento de las bacterias. Este modelo ocurre en una gran cantidad de poblaciones de
péjaros en su estado natural. Esto significa que la tasa de supervivencia de los adultos en muchas especies
es independiente de la edad.

En la notacion introducida pj, ¥ pa,n representan la poblacion de hembras jovenes y adultas en el ano,
respectivamente. Ahora que contamos con toda la informacién construimos el siguiente sistema de 2 x 2.

Pjn = KPan—1
DPan = QPjn—1 + Bran-—1

pn=A pn (5.6)
_ | Pin _|0 &
donde p,, = [ o ] y A= [ o ﬂ]
Es evidente de (5.6) que
p = A-po

pp = A-pr=A-(A-py) =A% py

pn = A"-po (5.7)

donde pg es el vector de las poblaciones iniciales de hembras jovenes y adultas.
Si observan la ecuacion (5.7) es bastante parecida a la ecuacion (5.5), con la diferencia que ahora se
puede distinguir entre las tasas de supervivencia de venados jovenes y adultos.

Suponga que la informacién que sigue representa una poblacién de venados hembras:

A= [ 0?6 0,18 ] y Do = ;88 ] Demostraremos que a la larga la poblacion crecera por un
factor aproximado de 1,27 y nos colocaremos en el caso en que los granjeros y otras personas
del area no quieren que la poblacion crezca. Para esto permitieron la cosecha (caza de los
venados). Si h es la proporciéon de poblacién cosechada en cada periodo, analizaremos por

0 1

0,6 0,8—
es una cosecha demasiado grande; es decir, a la larga la poblacién de venados se extinguiria y
eso no es lo que el que queremos. Finalmente seleccionaremos h de tal forma que la poblacién
no crezca ni desaparezca.

qué la matriz de este modelo seria A = [ L ] y ademéas demostraremos que h = 0,6
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Primeramente explicaremos la informacién entregada:

0 1
A_[O,G 0,8]

significa que cada venado hembra engendra una venado hembra y como se supone que el niimero de venados
machos es igual al nimero de hembras, entonces tiene al menos dos crias. También podemos ver que tanto
a=0,6 como #=0,8 estan en el intervalo |0,1].

Recordemos que « es la proporcién de venados jovenes que sobreviviran para llegar a adultos en la
primavera del afio n y que 8 es la proporcién de adultos que sobreviven de una primavera a la siguiente.
Como no es tan probable que sobrevivan los venados jévenes como los adultos, se debe tener a < .

100

Por otro lado: py = [ 9200
machos) adultos y 100 venados hembras jovenes (y 100 venados machos jovenes).

] indica que en un principio hay 200 venados hembras (y 200 venados

Analizemos la poblacién:
. - 0 1 100 200
En el Primer Ano: p; = [ 0.6 0.8 ] . [ 9200 ] = [ 990 ] de manera que p;1 = 200 y p,;1 = 220
asi el total de poblaciéon hembras después de un anio es 420 y la razén de hembras jovenes a adultas es
0,90909090 ....

En el Segundo Afio: py = 0(,)6 0,18 - ) - 3(2)8 - - - ;32 -
En el Tercer Ano: p3 = 0?6 0,18 - ‘ - 2(2)8 - - - ggg |
En el Cuarto Ano: py = 0(,)6 0?8 - . - ;gg - = - Zgg -
En el Quinto Ano: p; = 0?6 0,18 - ) - Zgg - - - 2;3 -

En el Sexto Ano: pg = - 0?6 0?8 - : - 2(7)3 - - - 322 -

En el Séptimo Afio: p; = 0?6 0718 |- 322 - - - ;311 -
En el Octavo Ano: pg = - 0?6 0,18 - : - g?;l - = - 1927315 ]
En el Noveno Afio: pg = — 0?6 0,18 - : - 1927315 ] = [ 1;37)‘; ]

En el Décimo Ano: pig = - 0?6 0?8 - ’ - 1??? ] - [ 13;;& ]

Observacion 5.6 Casi todos los pg; dieron decimal, asi que se aprozimaron al entero superior, ya que
por ejemplo no se puede tener 472,8 venados.
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Anon | N° de Jovenes p;,, | N° de Adultos p,, | Pobl. Total de hembras T,, en el aion | pj.n / Pan | Tn / Tn-1

0 100 200 300 0,5 | ...

1 200 220 420 0,909090... 14

2 220 296 516 0,743... 1,229
3 296 369 665 0,802... 1,289
1 369 473 842 0,780... 1,266
5 473 600 1073 0,788... 1,2743
6 600 764 1364 0,785... 1,2712
7 764 971 1735 0,7868... 1,2719
8 971 1235 2206 0,7862... 1,2715
9 1235 1571 2806 0,7861... 1,2719
10 1571 1998 3569 0,7862... 1,2719

Observacion 5.7 Puede Notar que los cdlculos de la ultima columna se han aprozimado.

Se percibe en la tabla que la razon p;,/p.n se acerca a la constante 0,78 mientras que la poblacion
total parece aumentar a una tasa constante de 27 % anual. Demostraremos nuestra percepcion utilizando

los valores y vectores propios.

Primero regresaremos al caso general p, = A" - pg. Suponga que A tiene dos valores propios reales
y distintos A; y Ay con sus vectores propios correspondientes v; y vs. Como v y vy son linealmente

independientes, forman una base para R? y se puede escribir entonces

Po =01V + Q- Vg

para algunos ntimeros reales a; y ag

Luego se convierte en
n
pn = A" (a1 - v1 + g - v2)

Pero

A-Ul = )\1"01

AQ-’Ul = A(A’Ul)
= A . (>\1 . /Ul)
_= >\1 . A . fUl
= )3 -
Asi se puede ver que:
A" vy = Al -u
A" Vo = ;L s V9

Por lo tanto

n

n
Pn =01 A -01 +ag- Ay - v2

(5.8)

(5.9)

(5.10)
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. . —A K
Ademés sabemos que la ecuacién caracteristica de A es 5 B—»

0 sea, A = SRVl ”’B;MM por suposicién, kK >0, 0 < d <1 y O0< p <1 Entonces: 40k >0 y
B% 4+ 46k > 0; esto significa que, sin duda, los valores propios son reales y diferentes y que un valor
propio,A; es positivo; el otro,As es negativo y |A1] > [Aq.

La ecuacion (6) se puede escribir como:  p, = Al - [ - vy + (%)n - - V9]

Como |:\\—f| < 1, es evidente que (%)n se vuelve muy pequena cuando n crece. Luego para n grande
Dn & a1 A} - vy

Esto quiere decir que, a la larga, la distribucién de edades se estabiliza y es proporcional a v;. Cada
grupo de edad cambiard por un factor de A; cada ano. Asi, a la larga, la ecuacion p, = A" - py actia
igual que la ecuacion p, = r™ - pg en el corto plazo, es decir, antes de alcanzar la estabilidad los ntimeros
oscilan. La magnitud de esta oscilacién depende de la magnitud de A\2/A; (que como es negativa se explica
la oscilacion).

‘z)\z—ﬂ-)\—m-ézo

Como nuestro sistema en cuestion 0—A 1 F
0,6 0,8—2X Y

tiene solucién trivial, pero en nuestro caso queremos infinitas soluciones; para eso, hacemos

] = [ 8 ] es homogéneo, sabemos que

p(A) = 0

. 0— A\ 1 ‘ _ 0
0,6 0,8—2\

— —X0,8—X)—0,6 = 0

S A -0,80\—-0,6 = 0

Lo 0.8+,/0.8+40.6

2
0,8+ /3,04
2

0,8 + 1, 743559577
2

Por lo tanto:
A =1,27177979 y Ay = —0,47177979

Esto explica el 27 % de aumento en la poblacién que se observa en la tltima columna de la tabla.
Nuevamente recordemos el sistema de ecuaciones:

- 1 o
0,6 0,8—X|0
para encontrar los vectores propios, reemplazamos A\; = 1,27177979,
—1,27177979 1 0 —1,27177979 1 0] .
[ 0,6 0,8 —1,27177979 | 0 ] ~ [ 0,6 —0,47177979 0] 12(BE55)

0 0 0

0,6 —0,47177979 |0
= 0,6-2—0,47177979-y = 0
= 0,6 2/0,47177979
= 1,27177979z

[
NS

Luego
Sx=121177979 = {(,1,27177979 - 1) /2 € R; 2 # 0}
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Asi dandole el valor x = 1, obtenemos v; = [ 17271177979 ] que es un vector propio. De la misma
forma si reemplazamos A = —0,47177979 tendriamos
0,47177979 1 0 0,47177979 1 0 B
0,6 0,84 0,47177979 | 0 | ~ 0,6 1,27177979 | 0 | 127G

0 0 0

0,6 1,27177979 | 0
= 0,6-z+1,27177979-y = 0
= 0,6-z/1,27177979
= —0, 47177979z

I
SIS

Luego
Sx=—oar177979 = {(2, —0,47177979 - 7) /2 € R; 2 # 0}

1
—0,47177979
Observamos que en v; se tiene m = 0,78629965 esto explica la razon p;,/pen en la quinta
columna de la tabla.

Asi dandole el valor z = 1 obtenemos vs = [ ] que es su segundo vector propio.

Es de gran interés saber si la poblacién crecerd o decrecerd. Notemos que la poblacién aumentara si

A1 > 1 y la condicién para que esto ocurra es VA L W >1o6quef2+4-a-k>(2-pB)2=4-4-8+p3%
Esto conduce a 4-a-x >4 —4-5 o sea

1-p

«

K >

(5.11)

En nuestro ejemplo, se tenia § = 0,8 y @ = 0, eso quiere decir que (5.11) se cumple si k > (1—0,8)/0,6
o sea k > 0,33333... y en efecto se puede comprobar que se cumple, pues el kK dado en nuestra matriz A,
es k = 1.

Observacion 5.8 En resumen si k > % la poblacion aumenta, mientras que si Kk < % la poblacion
disminuye.

La segunda parte de nuestra aplicacién se refiere a demostrar que h = 0,6 es una cosecha demasiado
grande, es decir, la poblacion se extinguiria.
Veamos lo que sucede si

h = 0,6

0 1

—4 = [0,6 0,8—0,6]

B [ 0 1 ]

0,6 0,2
|A=X| = 0
5 —X0,2—A)—0,6 = 0
N _—0,22-0,6 = 0

0,2+ 2,44 0,2+ 1,56204994

\ 0,24++/0,22+4-0,6
- 2

2 2
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A1 =~ 0,88y Ao = 0,78 como ambos A\; y A2 son menores que 1, implica que la poblacién se extinguiria
si se permite h = 0,6 como cosecha.

Finalmente para que la poblacién se mantenga k > (1 — )/, esto ocurre si k = 1; 0 sea tendriamos
que 1 =(1—-0,8+4+h)/0,6 es decir, si h = 0,4. El lector interesado puede verificar que el valor propio més
grande es exactamente 1.
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5.5.2. Cadenas de Markov

Si recordamos en el capitulo 2 estudiamos cadenas de markov, ademés la aplicamos a una situacion
concreta, ahora se dard una explicacion formal del tema en cuanto a la Probabilidad propiamente tal y
por ende también se aplicard a otros temas como son la Demografia y Metereologia.

5.5.2.1. Conocimientos Previos

Teorema 5.9 Sea T una matriz estocdstica reqular n x n. Entonces cuando n — oo T tiende a una matriz
Ly p, de la forma

L:(vv...v)

donde v es un vector-n de probabilidad, con todos sus elementos mayores que cero.
Asi para cualquier matriz estocatica regular existe el Limite L de potencias.

Teorema 5.10 Si A es una matriz estocdstica regular, y L y v tiene la forma mencionada anteriormente,
entonces:

1. Para cualquier vector xy de probabilidad inicial, T"xq tiende a v cuando n — oo, esto es,

lim T"zg = v
n—od

2. v es él unico vector de probabilidad que satisface
Tv = w

Asi, v es un vector propio de T, con el valor propio A =1

Definicién 5.8 La matriz A cuadrada es diagonalizable si y solo si existe una matriz D diagonal tal que
A y D resulten semejantes.

Teorema 5.11 (Potencias de matrices diagonalizables) Si A es diagonalizable, entonces

A" = Q_DH_Q—I

Definicién 5.9 Una matriz de transicion de orden n X n es aquella cuyos elementos no son negativos y
tal que la suma de los elementos de cada una de sus columnas es uno. También se la suele llamar matriz
estocdstica o de probabilidad.

Las matrices de transicién se emplean para estudiar una determinada situacién de una poblacién
clasificada en distintas categorias o estados. Interesa en particular en nuestro texto, estudiar como la
distribucién de una poblacién clasificada en distintos estados puede cambiar durante un periodo de tiempo.
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5.5.3. Aplicaciéon a la Demografia

Ejemplo 5.6 Supongamos que en cierta ciudad un residente tiene el 65 % de probabilidad de permanecer
en ella después de un ano y un 85 % de mudarse a un drea suburbana. Con estos datos se responderd a los
sigutentes enunciados:

a) Formular una matriz estocéastica de transicion de probabilidad para este caso.

0,65 0,15)

La matriz de transicion es: T' = < 0,35 0,85

b) ;Cuaél es la distribucion a largo plazo de una poblacion que vive en esta ciudad y en el drea suburbana
que la rodea?

Ahora para responder a la pregunta, debemos saber que sucedera en n afos.

La matriz queda
0,65 0,15 \" [ p
0,35 0,85 q
Primero notemos que p + ¢ = 1, para cumplir la condicién de probabilidad del vector inicial.

Por ende, necesitamos el vector inicial cuando n — oo y ademads la diagonalizaciéon de la matriz
estocéastica T', queda:

0,65—\ 0,15

|7 = AT| = 0,35 0,85 — A\

‘ =M —-15)24+05

luego el polinomio caracteristico es

M —15X4+05 = 0

las raices (valores propios) son:

Ao o= 1
Ao = 1/2
Para \{ =1
[T\ I]0] -0,35 0,15 |0\ ([ —=7/20 3/20 |0 -7 3|0 1 =3/7]0
L a 035 —0,15[0 ) 7/20 —-3/20 |0 7 =310 0 0 0
3
=z—=-y = 0
T 7y
sz = 2

Sy=1 = {(%y,y)/yER,y#O}

Luegosiy=7= v = (Z;
Para \; =1/2

0,15 0,15 |0 1 10
‘T_M?|0‘<0,35 0,350) <1 10>

) es un vector propio.
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z+y = 0
=z = —y
Sx=172 = {(~y,9)/y € R,y #0}

-1
1
Asi hemos encontrado los vectores propios de la matriz Q)

Luego, por teorema (5.11) se tiene:

Luegosiy=1= vy = es un vector propio.

TTL:QDTLQ—I

. (3 -1 1

= (7 7) 0
o (3 -1 1
o T = (7 1)(0

lm 7" — <0,3 0,7)

n—oo

Notamos que la observacion que p+ ¢ = 1 es cierta. Entonces concluimos que a largo plazo, el 30 % de
los residentes permaneceran en la ciudad y en comparacion el 70 % se mudara a una area suburbana que
los rodea.

Ejemplo 5.7 Se considera que transcurre una generacidn humana cada 20 anos aprozimadamente; se
desea obtener e interpretar la matriz de transicion que describe la siguiente situacion:

Ey = FEstado 1: pobre
Es = FEstado 2: clase media
E3 = FEstado 3: Trico

De la poblacion del Ey, el 19% paso al By y el 1% al Ej.
De la poblacion del Es, el 15 % paso al Ey y el 10% al Es.
De la poblacion del E3, el 5% paso al Ey y el 30% al Es.

La matriz de transicién que refleja la situacion planteada durante una generacién es:

0,80 0,15 0,05
T=1_ 0,19 0,75 0,30
0,01 0,10 0,65

Interpretacion: Un elemento cualquiera ¢;; indica con j el estado actual al que pertenece un individuo
y con ¢ el estado al que pasa. Es decir, un elemento ¢;; se conoce como la probabilidad de pasar del estado
7 al estado 7 en un periodo de tiempo. De acuerdo a lo expresado:

T = 0,19 indica que el 19% paso del estado j =1 al estado i = 2.

T31 = 0,01 indica que el 1% paso del estado 7 = 1 al estado i = 3.
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T11 = 0,80 se obtuvo como resultado de la operacion 17(0,19 4+ 0,01) pues de acuerdo a la definiciéon
de matriz de transicién cada columna debe sumar uno.

Si T es la matriz de transicion que describe una situacién reiterada, generacion tras generacion, xg es
el vector de orden n x 1 que describe el tamafnio de la poblacién inicial al comenzar el estudio y z,, es el
vector de orden n x 1 que representa el tamano de la poblacién luego de transcurrir n periodos iguales de
tiempo, se tiene que:

ry = T.’L‘(]

Tro = T.Z'l = T(T:E()) = TQ.’I,‘Q
ry = T:EQ = T(TQJCQ) = T3:l?(]
T, = T'zg

Ahora, si T es diagonalizable, entonces
T — Q .D". Q—l

Con los datos del Ejemplo, estudiaremos el comportamiento a largo plazo de la distribucién de dicha
poblacién.

Sea
n

0,80 0,15 0,05
T'zo= [ 0,19 0,75 0,30 | -
0,01 0,10 0,65

Como vemos, al tratar de diagonalizar la matriz T' y encontrar la matriz () los resultados son ntmeros
decimales con varias cifras significativas. Para que el calculo no sea tan engorroso se enunciard solo el
polinomio caracteristico, la matriz Q (raices), Dy @'

Observacion 5.9 Debido a que la cantidad de cifras significativas eran 16, se han realizado los cdlculos
utilizando programas computacionales; sin embargo, se presentan acd solo con / cifras significativas para
mayor claridad.

Resolveremos el sistema con la matriz aumentada [T' — AI|0]

0,80—X\ 0,15 0,05 |0
[T — (A)I]0] = 0,19  0,75—X 0,30 |0
0,01 0,10 0,65—X|0

Luego el polinomio caracteristico es: A + 0,6\ — 0,6625X — 0, 3765 = 0
las raices (Valores propios) son:

A1 = 0,804705

Ao = —0,542898
A3 = —0,861807
—0,6201 —0,8137 0,3148
por lo tanto los vectores propios son: v1 = | —0,7495 |, vy = 0,3479 yvs=| —0,8098

—0,2319 0,4657 0,4950
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y tenemos que:

—0,6201 —0,8137 0,3148 —0,62437 —0,62443 —0,62447
Q= —0,7495 10,3479 —0,8098 |, Q '=| —0,63513 0,26591  0,83893
—0,2319  0,4657  0,4950 0,30502  —0,5427  0,93838
1,0000 0 0
= D= 0 07072 0
0 00,4928
Finalmente:
1,0000 0 0 "
™ = Q- 0 07072 0 Q!
0 00,4928
1,0000™ 0 0
= Q- 0 0,7072" 0 Q!
0 0 0,4928"

Cuando n — oo, resulta:

1 00
lim 7" = Q-1 0 0 0 |-Q!
e 00 0
—0,6201 —0,8137 0,3148 1 00 —0,62437 —0,62443 —0,62447
lim 7" = —-0,7495 0,3479 —-08098 |-{ O O O |-| —0,63513 0,26591  0,83893
e —0,2319 0,4657  0,4950 0 00 0,30502  —0,5427  0,93838
0,3872 0,3872 0,3872
= lim T" = 0,4680 0,4680 0,4680
e 0,1448 0,1448 0,1448
Ey 0,3872 0,3872 0,3872 E4
= lim T" | E» = 0,4680 0,4680 0,4680 Es
e Es 0,1448 0,1448 0,1448 Es
By 0,5
Ahora bien, si se considera como vector inicial zo = | Fo | = | 0,35
Es 0,15

Observe que nuestro vector inicial cumple la condicién de probabilidad

Ei+Ey+E;=0,5+0,35+0,15=1.

0,3872 0,3872 0,3872 0,5 0,3872
Resulta que lfmy, 00 T"zo = | 0,4680 0,4680 0,4680 0,35 | = 0,4680
0,1448 0,1448 0,1448 0,15 0, 1448

Por lo tanto, a largo plazo la poblacion pobre serd de 38,72 %, la clase media del 46,8 % y la rica del
14,48 %.
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5.5.4. Aplicacién a la Metereologia

En esta aplicacion profundizaremos los aspectos netamente Estadisticos y la implicancia en las Cade-
nas de Markov para pronosticar a través de eventos finitos los sucesos a largo plazo. Para ello recordemos
que los procesos aleatorios en realidad son un caso particular de procesos més generales que son las Cadenas
de Markov. En esencia, una cadena es un proceso en tiempo discreto en el que una variable aleatoria X,
va cambiando con el paso del tiempo. Las cadenas de Markov tienen la propiedad de que la probabilidad
de que X, = 7 s6lo depende del estado inmediatamente anterior del sistema: X,_;. Cuando en una cadena
dichas probabilidades no dependen del tiempo en que se considere, n

P(X,=j|Xn-1=1)

se denomina cadena homogénea, esto es, las probabilidades son las mismas en cada paso.

5.5.4.1. Probabilidades de Transicién
En una cadena homogénea finita con m posibles estados E1, Fo, ..., Ey,, se puede introducir la notacién

Di; = P(Xn = j|Xn—1 = Z)

donde 7,5 = 1,2,...,m. Si p;; > 0 entonces se dice que el estado E; puede comunicar con Ej;. La
comunicacién puede ser mutua si también p;; > 0.

Para cada ¢ fijo, la serie de valores p;; es una distribucion de probabilidad, ya que en cualquier paso
puede ocurrir alguno de los sucesos Ei, E»,..., E, que son mutuamente excluyentes. Los valores p;; se
denominan probabilidades de transicion que satisfacen la condicién

pij > 0
m
D ri = 1
=1

para cadai=1,2,...,m.
Todos estos valores se combinan formando una matriz de transicion T de tamafio m x m, donde

P11 P12 --- Pim

P21 P22 ... DP2m
T = [pi;] = } . i

Pml Pm2 .-+ Pmm

Se puede observar que cada fila o columna de la matriz es una distribucién de probabilidad, es decir,

m
Z pij =1
i

Observacion 5.10 Como vimos con anterioridad si las matrices A = [a;;] y B = [b;;] son matrices
estocdsticas, entonces C = A - B es también estocdstica.
Por la regla de multiplicacion de matrices,

C = [ei5] = [aiz] - [bij] = Zaikbkj
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De este modo:

m

m m m m m
Zcijzzzaikbkazaik bkj:Zaik-lzl
1

j=1 j=1k=1 k=1 j= k=1

Una consecuencia es que cualquier potencia de la matriz T' es también una matriz estocastica: T™.
5.5.4.2. Probabilidad p{"”
Teorema 5.12 Si los sucesos Ay, Ag, As ..., Ay, son una particion (J;"y A =E, AiNAj=0 i#j)
del espacio muestral E2 yT un suceso de S, entonces

m

P(T) = p(4A)-p(T/A)

=1
Como se muestra en la siguiente figura (1.1):
El Teorema de |la Probabilidad Tota

E| a1 A2
w1y T) A2y T)

iy Ty | WX

T
e ]

PITI=pidly T+ p2y T) +piAd y TI+plA3 v T) =
=pia i pITAA) + pIAZ) piT/AZ) + plad) pT/a3)+ plad) piT fad)

Figura 5.7: Probabilidad Total

Una probabilidad que resulta interesante conocer es la probabilidad de llegar a F; después de n pasos,

dada una distribucion de probabilidad .
(0)

Se observa que p;’ es la probabilidad de que el sistema ocupe inicialmente el estado E;, de modo que

Y =1
1=1
(1)

Si se denomina p;’ a la probabilidad de alcanzar E; en un solo paso, entonces, por el teorema de
probabilidad total

m
1 0
P =" p "y
i=1
Esto se puede expresar de forma vectorial: sean p(® y p(1) los vectores fila de probabilidad dados por

R ()



102 5 Valores y Vectores Propios

donde p(® es la distribucion de probabilidad inicial y p(1) es la probabilidad de que se alcance cada
uno de los estados Fn,..., E,, después de un paso.
Con esta notacion, se puede expresar

p = p"] = [ipgo)pm] =pOT
=1

donde T es la matriz de transicion.
Del mismo modo,

p® = p7 = pO72

y en n pasos,

donde

y de forma general,
pltn) = pn
(n)

J
que la probabilidad inicial es p, esto es,

Observacion 5.11 p: "~ es la probabilidad incondicional de estar en el estado E; en el n-ésimo paso, dado

que es lo mismo que:
m
AR
j=1

(n)

5.5.4.3. Probabilidad de transicion en n pasos p;;

Se define pz(?) como la probabilidad de que la cadena esté en el estado E; después de n pasos, dado que

la cadena empez6 en el estado F;. Se tiene

P = P(X, = j|Xo =1)

y ademas por la propiedad markoviana:

m
Py = Y P(Xu =, Xn 1 = KXo = i)
E=1
para n > 2, ya que la cadena debe haber pasado por uno de los m posibles estados en la etapa n — 1.

Observacion 5.12 Se tiene la siguiente igualdad para tres posibles sucesos A, B y C':

P(ANB|C)=P(A|BNC)-P(B|C)
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Si se sustituye

A = (Xn=1)
B — (anl = k)
c — (X[) = ’L)

entonces

pz(?) - Z P(X, =, Xp_1 = k| X =4
k=1
m
= Y P(Xu=jlXu1 =k Xo =) P(Xu1 = klXo =)
k=1

= Y P(Xu=jlXuot = K) P (Xt = k| Xo = 3)
k=1

N (1) (1) _ N~ (n1) (1)
= Zpkjpik :sz’k Py
k=1 k=1

La ecuacion anterior se denomina de Chapman- Kolmogorov. Haciendo n igual a 2, 3, ... se obtiene que
las matrices con esos elementos son

] - i) -
) - biznd] -

(2)

ya que p;;.” son los elementos de T? y asi sucesivamente. Asi,
[pg;z)] =1"

Ejemplo 5.8 En una cierta region el tiempo atmosférico sigue la siguiente secuencia: Un dia se denomina
soleado (S) si el sol luce mds de la mitad del dia, y se denomina nublado (N), si lo hace menos. Por
experiencia, se sabe que si hay un dia nublado, es igual de probable que el dia siguiente sea también nublado.
Si el dia es soleado hay una probabilidad de 2/3 de que sea también soleado. Con estos datos se pide:

1. Construir la matriz de transicion T de este proceso.

2. La probabilidad de que dentro de tres dias esté también nublado y de que esté soleado; sabiendo en
ambos casos que hoy esté nublado.
3. Calcular T y T'V. ;Cudl es el comportamiento de T™ cuando n — 0o ? .

sComo se comporta p™, cuando n — co?. jDepende el limite de p(® 2

Primero asumimos que el proceso es markoviano y que el tiempo solo depende del dia anterior. Se
tiene una cadena de Markov con dos estados: F1 Dia nublado N, Es Dia soleado S. Entonces la matriz de
transicion es:
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NS
N[ 1/2]1/2
S 1/3]2/3

es decir,
([ 1/2 1)2
7= (15 o)
Para responder 2, analizamos los datos del dia actual. Se tiene que

p¥ = (" #”) =0 0

De este modo, si hoy estd nublado dentro de tres dias se tiene que

con esto respondemos 1.

p® = O3
B 1/2 12 \°
- a0y o)
B 129/72  43/72
= @ 0)<43/108 65/108)
= (29/72 43/72)
= (0,403 0,597)

Asi, la probabilidad de que haya un dia nublado en el tercer dia es pg?’) = % y que sea soleado es
pg?’) = %. Por lo que se ha dado respuesta a 2.

Ahora, tenemos que calcular 7° y T'°, queda:

oo (12 172\ _ [ 0,40008 0,59992
“\1y3 23) T \0,39995 0,60005

po_ (12 172 v 0,4  0,60000
“\1/3 2/3 = \ 0,40000 0,6

Para responder 3 el lector puede usar un programa computacional y asi facilitarse los calculos o hacerlo
manualmente. Es importante mencionar que se debe tener sumo cuidado con las cifras significativas que
se utilizan en el desarrollo de la aplicacién, debido a que el error aumenta, no obteniendo una solucién
o6ptima.

Luego, tenemos

, 0,4  0,60000 )
T%(0,40000 0,6 )‘Q

de este modo,
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0 0
yaquepg)—i—pg):l.

Se observa que cuando n — oo; p

~

(n

5.5.4.4.

- (pg‘)) pg)))(o,gégoo o,g?goo>
- (0 )ou 6P )0
- (0,4 0,6

no depende de donde se parte p(¥.

Potencias de una matriz de transicidén

En los ejemplos anteriores se infiere que resulta necesario definir un método para calcular potencias de
una matriz; y para esto se necesitaran como conocimientos previos saber diagonalizar una matriz.
Sea T una matriz de transiciéon de orden m X m, los valores propios de 1" se encuentran a partir de la

ecuacion caracteristica.

| T — A, |=0

donde I,,, es la matriz identidad de orden m x m. Supongamos que los valores propios son distintos y

los denotamos por Aj,.

parat=1,...,m.
Ahora si construimos la matriz Q)

donde v, vo, ..
Multiplicando las matrices:

..y Am. Los correspondientes vectores propios cumplen las siguientes ecuaciones

| T — Xl |73 =0

Q:(Ul V2

o)

., U son los respectivos vectores propios y que estan escritos en forma de columnas.

TQ = T( vl U2 ’Um)
= ( Tve Tovo Tvm, )
= ( )\1’01 )\11)2 )\ﬂ)m )
A O 0
0 A 0
= (o v vm ) ; :2 :
0 O Am
=T = QDQ'

donde D es la matriz diagonal con los valores propios situados en la diagonal principal.

Se puede calcular

T* = (QDQ ') (QDQ ') = @D*Q ™!

en general
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T’n _ QDanl
donde
AT 0 0
0 A} 0
D" = .
0 0 ... A\,

Aunque este método es bastante tutil, resulta tedioso a la hora de hacer los calculos, incluso para cadenas
a partir de m =4 6 5.

Ejemplo 5.9 Calcular los valores y vectores propios de la matriz estocdstica

1/4 1/2 1/4
T=| 1/2 1/4 1/4
1/4 1/4 1/2
Determinar T y el lim,, oo T".
Si se calcula
| T — M, |=0
se obtiene
1/4—X 1/2 1/4
1/2 1/4— X /4 |=0
1/4 1/4 1/2— X
El polinomio caracteristico es
1 1
MoXNr - =
+ 16 16 0

Es facil corroborar que el polinomio caracteristico escrito como producto de factores es:

n(i2) (3 )

por lo que se obtienen los valores propios

Moo= 1
1
)\221
—1
A=

Del mismo modo, los vectores propios se calculan a partir de

[T — Mp]r; =0

Para A\; =1, tenemos



5.5 Aplicaciones 107

—3/4 1/2 1/4 |0 \ Ei(4) -3 2 11]0 E13(3)
[T — \1]0] = /2 =3/4 1/4 |0 Ey(4) ~ 2 =3 1|0 Es3(—2)
1/4  1/4 -1/2(0 E5(4) 1 1 =210 ~
0 5 =5|0 \Ei(}) 0 1 —1]0
0 =5 5 |0 |Exa(3) 0 -1 1|0
1 1 =210 ~ 1 1 =210
y—z = 0= y==z
r+y—2z = 0= z==z
Sy=1 = {(z,z,z)/z € R,z #0}
1
Luegosiz=1 =uv;=| 1 es un vector propio.
1
Para Ay = i, tenemos
0 1/2 1/41]0 E(4) 0 2 10
[T — XI|0] = 1/2 0 1/4|0 Es(4) ~ 2 0 1/0 Es3(—2)
1/4 1/4 1/410 E5(4) 11 110 ~
0 2 110 0 0 010
0 =2 1[0 |E5(1) 0 -2 110
1 1 1|0 ~ 1 1 1|0
2y—z = 0= 2z=-2y
z+y+z = 0= z=y
Sy—=1 = {(z,z,-2z)/z € R,z # 0}
-1
Luegosiz=—-1 =wve=1| -1 es un vector propio.
2
Para A3 = %, tenemos
1/2 1/2 1/4|0 Ei(4) 2 2 110
[T — XoI]0] = 1/2 1/2 1/410 Ey(4) ~ 2 2 1|0 E1a(—-1)
1/4 1/4 3/4|0 E5(4) 11 3]0 ~
0 0 0|0 00 010 00 010
2 2 1|0 |Ex3(-2) 00 =5[0 |Ex(3) 00 —1/0
11 3|0 ~ 11 3|0 ~ 11 310
—z = 0= 2=0
z+y+3z = 0= z=-—y
SAS:% = {(z,—=z,0)/z € R,z # 0}
1
Luegosiz =1 =wv3=| -1 es un vector propio.
0

De este modo
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-1 1
Q:(’Ul vy ... 'Um): 1 -1 -1
1 2 0
T™ = QDanl
1 -1 1 (™ 0 0 /3  1/3 1/3
= |1 -1 -1 o H" o -1/6 -1/6 1/3
1 2 0 0 0o ()" /2 —1/2 0
luego, cuando n — oo, queda
1 -1 1 ™ 0 0 /3 1/3 1/3
lim 7" = 1 -1 -1 o (H* o -1/6 —1/6 1/3
n—00 —_1\n
1 2 0 0 0 (F) /2 -1/2 0
1 -1 1 1 00 /3 1/3 1/3
= 1 -1 -1 000 -1/6 —1/6 1/3
1 2 0 000 /2 —1/2 0
1/3 1/3 1/3
= 1/3 1/3 1/3 | =Q
1/3 1/3 1/3

Supongamos que 1" es la matriz de transicién de una cadena de Markov con 3 estados y que la proba-
bilidad inicial es p(9), entonces después de n etapas

y la distribucién limite es

11

p = lim p(n) = lim p(O)T" = p(O)Q — (

5 )

El vector p da las probabilidades de los estados a largo plazo, y esta distribucién es independiente del
estado inicial p(®). Finalmente 8 también se ha resuelto.

5.5.5. Sistemas Oscilantes
5.5.5.1. Sistemas oscilantes de muelles y particulas

En esta aplicaciéon podremos observar el anélisis del movimiento oscilatorio de una cadena monoatoémica
lineal para algunos casos particulares que son de gran utilidad por su aplicacién a miltiples fenémenos, tan-
to de la fisica experimental y tecnologia industrial que se dan en gran parte del entorno en que convivimos,
como en el estudio tedrico de la fisica y en especial de las particulas.

Los sistemas oscilantes se encuentran en multiples campos de las ciencias exactas (fisica, quimica y
biologia), no solo en el universo microscopico, sino también, en el &mbito de los movimientos de sistemas
estelares, tratados por la Astrofisica. Por ello, describiremos los conocimientos previos necesarios para
dar forma a las soluciones, las ecuaciones de movimiento que se utilizaran preliminarmente para resolver
sistemas formados por muelles y particulas, luego se describiran los Modos normales de vibraciéon. Poste-
riormente, se dara una version generalizada para sistemas oscilantes formados por dos (N=2), tres (N=3) y
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cuatro (N=4) particulas de una cadena monoatémica lineal. Finalmente se describiré la diagonalizacion de
una matriz simétrica A de gran importancia para la resolucion de los problemas, indicando las coordenadas
y modos normales de vibracién de las particulas unidas a muelles.

Estudiaremos los modos normales de vibracion de un sistema formado por muelles y particulas como
continuacion y generalizaciéon del sistema formado por tres osciladores acoplados. Este ejemplo nos ayudara
a comprender los modos normales de vibracion de una cuerda fija por sus extremos, también denominados
ondas estacionarias.

5.5.5.2. Conocimientos previos

En el caso del movimiento oscilatorio, un modelo muy apropiado para comenzar es un objeto de masa
m conectado a un resorte o eldstico horizontal, si este no estd deformado el objeto se dice que estd en
reposo sobre una superficie sin rozamiento en su posicion de equilibrio, en donde z = 0. Para ahondar en
nuestro tema utilizaremos el modelo de una particula, para que los efectos de la masa m no influyan en el
movimiento oscilatorio de la particula a través de los muelles. Para mayor comprensiéon representaremos
matematicamante el movimiento armoénico simple, que mas adelante nos ayudard a formar las soluciones.

Comenzaremos mencionando que cuando una particula estd unida a un muelle elastico ideal sin masa
y es desplazada desde la posicién z, el muelle ejerce una fuerza, cuya magnitud viene dada por la ley de
Hooke

F, = —km (5.12)

donde k es la constante de fuerza del eléstico o resorte y F§ es la componente de la fuerza ejercida por
el resorte, debido a que (5.12) es una ecuacion proporcional al desplazamiento con relacion a la posicion
de equilibrio y va dirigida siempre hacia la posicién de equilibrio, en sentido opuesto al desplazamiento. Es
decir, cuando una particula es desplazada hacia la derecha, x es positivo y la fuerza ejercida por el resorte
tiene una componente negativa, hacia la izquierda. Cuando la particula se desplaza hacia la izquierda de
z = 0, = es negativo y la fuerza ejercida por el resorte tiene una componente positiva, hacia la derecha.
Cuando una particula esta bajo el efecto de una fuerza, el movimiento de la particula corresponde a un tipo
especial de movimiento oscilatorio denominado movimiento arménico simple (M.A.S). Al sistema que
experimenta un movimiento armoénico simple se le denomina oscilador armoénico simple.

Suponemos que si a una particula sometida a una fuerza similiar indicada en la ecuaciéon de Hooke, se
le aplica la segunda ley de Newton en la direcciéon x se tiene:

Y F = F, (5.13)
= ma (5.14)

—km = ma (5.15)
a = —%x (5.16)

Es decir, la aceleraciéon es proporcional al desplazamiento de la particula con relaciéon a la posicion
de equilibrio y va dirigido en posicién opuesta. Cabe destacar que si desplazamos la particula hasta una
posicion z = A y luego, con la particula en reposo, la soltamos, su aceleracion inicial es —kA/m. Cuando
la particula pasa por la posicién de equilibrio z = 0, su aceleracién es cero. En ese instante, su rapidez
alcanza un valor maximo, ya que su aceleraciéon cambia de signo. Si la particula sigue su desplazamiento
de la posicion de equilibrio, alcanza la posicion x = —A . En ese instante, su aceleracion £kA/m y su
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rapidez es de nuevo, cero. Si esta sigue desplazandose oscila entre los puntos limites kA en ausencia de
rozamiento, dado que la fuerza que se ejerce es conservativa.

Para mayor comprensiéon del M.A.S y de las soluciones representaremos matematicamente el movimien-
to que se realiza.

Recordemos que por definicién tenemos que a = dv/dt = d?z/dt?, por lo que podemos expresar la
ecuacion (5.16) como:

d’x —k
— = —= 5.17
dt? m (5.17)
Si sustituimos el coeficiente k/m por el simbolo w?, se elige w? en lugar de w para hacer que la soluciéon
tenga una forma mas simple, entonces

k
2
= — 5.18
2 =2 (5.18)
y de tal modo podemos escribir la ecuacion (5.17) de la forma

d*z 9

Lo que necesitamos ahora encontrar es una solucién matematica para la ecuacion (5.19), es decir, una
funcion z(t) que satisfaga esta ecuacion diferencial de segundo orden. Esto nos dara la representacion
matematica de la posicion de la particula en funcion del tiempo. Buscamos, una funcion z(t), tal que la
segunda derivada de la funcion sea igual a la funcién original, pero con signo negativo y multiplicada por
w?. Las funciones trigonométricas seno y coseno muestran este comportamiento, de modo que podemos
construir una solucion basandonos en una de ellas (o en ambas). La funcién coseno siguiente es una solucion
a la ecuacion diferencial (5.19).

z(t) = Acos(wt+ @) (5.20)

donde A, w y ¢ son constantes. Para ver esto de forma mas explicita, observe que

dx d
i - A% cos(wt + @)
= —wAsin(wt + ¢)
P A it + ) (5.21)
ez dt '
= —w?Acos(wt + ¢) (5.22)

Ahora, si comparamos las ecuaciones (5.20) y (5.22), vemos que
d*z 9
dt2

lo que satisface lo que estabamos buscando.
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Como observaciéon general cabe destacar que los pardmetros A,w y ¢ son constantes del movimiento.
Al hacer una anélisis grafico podemos ver que el pardametro A denominado la amplitud del movimiento,
es sencillamente el valor maximo de la posicion de la particula, tanto en la direccion positiva
como negativa de z. A la constante w se le denomina frecuencia angular denotada como:

Al angulo ¢ se le denomina constante de fase(o dngulo de fase) y al igual que la amplitud A, queda
determinado solamente por la posicién y rapidez de la particula en el instante ¢ = 0. Si la particula esta
en su posicion maxima z = A en el instante ¢ = 0, la constante de fase es ¢ = 0 y por 1ltimo a la cantidad
(wt + ¢) se le denomina fase de movimiento. Observe que la funcion z(t) es periddica y que su valor es
el mismo cada vez que wt se incrementa en 27 radianes.

Con toda esta informaciéon podemos formular nuestros sistemas oscilantes de muelles y particulas.

A partir de lo anterior supongamos el siguiente modelo de la figura (5.8) que indica que tenemos un
conjunto de particulas de masas my, mg, m3,...,my—1, my unidas por muelles elésticos de constantes
ko, k1, ks, ks, ..., kn_1, kn; las cuales se representan a continuaciéon:

Figura 5.8: Muelle

Para formular un modelo matemético mas preciso, se procederd a construir las Ecuaciones del Movi-
miento, necesarias para formalizar este modelo.

5.5.5.3. Ecuaciones del Movimiento

Para estudiar un sistema formado por dos osciladores acoplados vamos a tomar como modelo el sistema
formado por dos particulas iguales de masa m situadas en los extremos de dos muelles de idéntica constante
elastica k. El acoplamiento se efectuia uniendo las dos particulas mediante un muelle de constante k., tal
como se puede ver en la figura (5.9).

x| «——@— ke
kC(XZ_Xl) _kC(XQ'Xl)

Figura 5.9: Muelles acoplados

Llamemos x1 y x2 a los desplazamientos de cada una de las particulas a partir de su posicién de
equilibrio, medidos como positivos cuando estan a la derecha. El muelle de la izquierda se ha estirado x,
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el de la derecha se ha comprimido z5 y el central se ha deformado x5 — x1. Las fuerzas sobre cada una de
las particulas se indican en la figura.

= Sobre la particula de la izquierda se ejerce una fuerza hacia la izquierda —kz1 y una fuerza hacia la
derecha debido a la deformacion del muelle central k.(z2 — z1), suponemos que x2 es mayor que .

= Sobre la particula derecha se ejerce una fuerza hacia la izquierda —kzo y otra fuerza hacia la izquierda
debido a la deformacion del muelle central —k.(zo — 7).

Observacion 5.13 El muelle central ejerce fuerzas iguales y de sentido contrario sobre cada una de las
particulas.

En las siguientes figuras se muestran las fuerzas sobre la primera particula de masa m1, la particula ¢
y la dltima particula N de masa my

kg
wkl(xz-xlj
ky my k

> >

b4 Lo

Figura 5.10: Muelle desde x; a x5

’mlzil = —kofEl + k‘l(CEQ — xl) ‘

k%) k {Xiﬂ-xij

== — | =

1 £i+l

Figura 5.11: Muelle desde z; 1 a ;11

mii; = —ki—1(x; — zi—1) + ki(zi41 — 4)
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ks
kel -2y ﬁw Iy,
.1 I?N

Figura 5.12: Muelle desde zy 1 a zn

myEN = —kn_1(xny —TN_1) + kNTN ‘

Resumiendo, las ecuaciones del movimiento de las particulas son:

mit1 = —kox1+ k1 (xg — a:l)
moeZs = —ki(ze —x1) + kao(z3 — 22)
m3iz = —ko(xz —x3) + k3(r4 — 73)
mit; = —ki—1(z; —xi1) + k(@i — x;)
my-_1Zn—1 = —kn_a2(en_1 —TNn_2)+kn_1(zN —Tp_1)
myiy = —ky_i(zny —azn_1)+EknTN

Buscamos una solucion de la forma: #; = z; cos(wt)
Al ser la fase inicial 7, las particulas parten del reposo en el instante ¢ = 0, de la posicion wg;
De las ecuaciones anteriormente descritas, obtenemos la siguiente matriz

—(kr};kﬂ Uﬁkl) ]? ... 0 0 0 ... 0 0
K1 Z\hMITR2) K2
A= 7762 ngf néz - kgl @ 2 N 8 8

0 0 0 ... 0 0 0 ... Rt etk

5.5.5.4. Casos Particulares

Un caso particular importante es una cadena monoatémica lineal cuando las constantes de los muelles
elasticos tienen el mismo valor kg = k1 = ke = k3... = kny_1 = ky = k, y las particulas tienen la misma
masa myg = mp; = Mg = M3 = ... = Mmy_1 = My = m, estos casos que veremos a continuacién nos
representaran sistemas formados por particulas N =2, N =3y N = 4.

Calculamos los valores propios w? y los vectores propios de la matriz simétrica A, que en forma general
queda:

=2k ko 0 0 0 0 0

A | » T om 0 0 0 0 0
- k —2k k

c 0 0 m Tm m 09

0 0 0 0 0 0 ko 2k
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A continuacién veremos la forma generalizada para particulas de N = 2,3 y 4, luego se procedera a
resolver el caso para N = 3.

Observacion 5.14 El caso para N = 2 y 4 se dejard como una actividad para el lector, para ello deberd
utilizar los procedimientos descritos en el texto.

1. Sistema formado por dos particulas N = 2

k m

— =

Xl Xg

Figura 5.13: Muelle con 2 particulas

Ecuaciones del Movimiento

mfzél = —k’l’1 + k(.TQ — :Ul)
m."lfg = —k’(.’L‘Q — 1‘1) — k‘(L‘Q
Buscamos una solucion de la forma:
Z1 = xcos(wt)

Zo = x9cos(wt)

En forma matricial el sistema de ecuaciones se expresa:

—2k k ..
“m om T — W2 I
£ 2k T z
- - 2 2
Las frecuencias w” son los valores propios de la matriz cuadrada descrita en las ecuaciones del
movimiento para N = 2 y los vectores propios son las amplitudes de los modos normales de vibracion.

2

Valores propios w? | Vectores propios
E
m (711, 711)
3k
m (x12, —211)

Los coeficientes 11 y 12 se determinan a partir de las condiciones iniciales.

2. Sistema formado por tres particulas N = 3

Las ecuaciones del movimiento son:

mil = —k$1+k($2—$1)
m.’.lfg = —k($2—1‘1)+—k(l‘3—I2)

mis = —k(z3—xz2)—kzs
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- — %y — %y

Figura 5.14: Muelle con 3 particulas

Buscamos una solucion de la forma:

T x1 cos(wt)
Zo = xgcos(wt)
I3 = x3cos(wt)
En forma matricial el sistema de ecuaciones se expresa:
—9k k ..
A o
= = = T2 =w? | i
0 E .
0 o = 3 3

Las frecuencias w? son los valores propios de la matriz cuadrada descrita en las ecuaciones del

movimiento para N = 3 y los vectores propios son las amplitudes de los modos normales de vibracién.

2

Valores propios w Vectores propios

k(1 — @) (z11, 211V2, 711)
Zk (712,0,712)
k(1 + @) (213, —T13V/2, 713)

Los coeficientes z11, £12 v 13 se determinan a partir de las condiciones iniciales.

3. Sistema formado por cuatro particulas N = 4

k

= — 3, —x, —x,

Figura 5.15: Muelle con 4 particulas
mil = —]{I:L‘1 + k(:EQ - Il)
mi‘g = —k([EQ — .CL‘1) + —k(l‘3 — LEQ)
mig = —k(l’g, — .TQ) — /{1(174 - .T3)
m.’fg = —k($4 — .7,‘3) — /{Z.T,‘4

Buscamos una solucion de la forma:

Z1 = xcos(wt)
Tg = xgcos(wt)
I3 = x3cos(wt)
T4 = x4cos(wt)
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En forma matricial el sistema de ecuaciones se expresa:
- m 0 0 Il Il
z 78 k 0 T .
m m m 2 = w? T2
0o £ =% k£ z3 | i
o ’ o
0 0 m “m T4 T4
Las frecuencias w? son los valores propios de la matriz cuadrada y los vectores propios, las amplitudes
de los modos normales de vibracién.
Valores propios w? Vectores propios
k 34vEYy _ k 5+1 +1 5+1
k(2—\/3505) = 5(2—6 ) | (e, B, Yo 0y
k 5—1 5—1
k(2 — v3=1) (712, \[2 Z12, —\/; T12, —T12)
k 1 5—1 5—1
=2+ f ) (3713,—\[ 13,—6 T13,713)
k 1 1
(24 ‘[+ ) (5514,—\[7551 f+ T14, —T14)
Los coeficientes x11, 12, T13 v 14 se determinan a partir de las condiciones iniciales.
5.5.5.5. Ejemplo de un Sistema formado por tres particulas

Consideremos unos muelles acoplados de longitud 4k y de masa despreciable, cargada con tres parti-
culas, cada una de masa m. Supongamos que las masas se encuentran a distancias fijas k, 2k y 3k de uno
de los muelles. Las particulas se desplazan ligeramente de su posicion de equilibrio y se sueltan. Analice el
movimiento de estas, al suponer que se lleva a cabo en un plano horizontal a través de los muelles.

- — 5, —>Hy

Figura 5.16: Sistema formado por tres particulas

Sean z1,z9 y z3 los deplazamientos horizontales de las particulas en cualquier instante durante el
movimiento. Sea T la tension de la cuerda, ademés supongamos que los desplazamientos son pequenos y
que la tension permanece inalterada durante el movimiento. A partir de las ecuaciones del movimiento
indicadas con anterioridad tenemos que:

mil —k’l’1 + k(l’g - 331)
mflfg = —k(.’L'Q — .T1) + —k(l‘p, — :BQ)
m{ifg = —k‘(.’L‘g — ZL‘Q) — k‘:l,‘3

Al aplicar la segunda ley del movimiento de Newton (fuerza = masa x aceleracion) que describe
el movimiento de cada una de las tres particulas a estas tres ecuaciones, se logran combinar en una sola

ecuacion matricial.

i r (-2 1 0 )
GOl i |=—1| 1 -2 1 To
i3 me\ o0 1 -2 T3
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es decir,

Wi = g (5.24)
ma

Se observa que la matriz A es simétrica y se ajusta a los casos particulares descritos con anterioridad.
Por ende, puede ser diagonalizada. Sea C' la matriz que tiene como vectores columna a los vectores propios
de la matriz A, o sea,

D = Cl'AC (5.25)
Si realizamos algunos arreglos en la ecuacion (5.24), esta se puede reescribir de la siguiente forma:

T

Wil = ot—ACcC Tz
ma

2 =1 T -1
w C g = —C ACC 'z
ma

Sea D la matriz en (5.25). Entonces

T
W0 %% = —DC 'z
ma
Si definimos un nuevo sistemas de coordenadas tenemos:
= C'z (5.26)

Luego, nuestro nuevo sistema se transforma en

T
Wi’ = —Dd (5.27)

ma

Sin embargo, 2’ en la ecuacion matricial tiene la siguiente relacion
!
T = cx (5.28)

que nos lleva a la solucién en términos del sistema original, posteriormente debemos encontrar los valores
y los vectores propios de la matriz simétrica A. Podemos utilizar directamente el método descrito en los
casos particulares, para no abusar de la generalidad de este ejemplo se procederd a resolver por los métodos
usuales de diagonalizacion, es decir:

= Valores propios de A

Sea la matriz simétrica

y sea C' la matriz columna que contenga los vectores propios de A.

La ecuacion caracteristica de la matriz A es: det(A — AI) =0
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det(A— X)) = _21_A _21_A (1)
0 1 —2-)
— (—2-N|—2—x 1 —‘é _21_A‘

1 —2-2
= (2-N[(=2-2)* =1 - (-2-)
= (=2=N)[4+4r+22—1]

= (=2- N[N +4AA+3]+2+ A

Luego el polinomio caracteristico es:

M+ +100+4 = 0

Ahora, tenemos que resolver el polinomio de grado 3, encontrando sus raices que son:

Al = =2
Ay = —2-—+2
A3 = —24V2
Observacion 5.15 Para resolver el polinomio de grado 3, se encontré por tanteo que A\ = —2

era una Taiz, con esto solo falta resolver la ecuacion cuadrdtica que se obtiene al utilizar division

sintética.

= Vectores Propios

1. Para A = —2 resolveremos el sistema con la matriz aumentada [A - \I|0]
0100
[A—(=2)I10]=[ 1 0 1|0
0100
y = 0
r+z = 0=>z=—2

SAZ—Q = {(—Z,O,Z)/Z € R,Z 7é 0}

1
Luegosi z = -1 = v, = 0 es un vector propio.
-1
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2. Para A = —2 + /2 resolveremos el sistema con la matriz aumentada [A - \I|0]
-2 1 0 |0 10 -1 1|0
[A— (=2 +V2)I|0] = 1 V2 1 |0]~]l01 —V2|0
0 1 —V2]|0 00 0 |0
r—2 = 0=zx=2

y—vV2z = 0=y=12z
S)\:72+\/§ = {(Z,\/iZ,Z)/ZGR,Z;AO}

1
Luegosiz=1= vy = V2 | es un vector propio.
1
3. Para A = —2 — /2 resolveremos el sistema con la matriz aumentada [A - \I|0]
V2 1 0|0 10 -11]0
[A—(=2—-V2)II0]= 1 V2 1[0 |~ 01 v2|0
0 1 V2|0 00 010
r—z = 0=>z==2

y+v2z = 0=y=—V2z
Syecoyz = {(z,—V2z,2)/z € R,z # 0}

1
Luegosiz=1= w3 =| —v2 | es un vector propio.
1
Entonces
1 1 1 -2 0 0
C=| 0 —v2 V2 |yD=| 0 -2-2 0
-1 1 1 0 0 —2+V2

es decir, que C~'AC = D

2 0 =2 -2 1 0 1 1 1
D= 1|1 —v2 1 1 -2 1 0 —vV2 V2
-2 1 0o 1 =2 -1 1 1
1 0 -1 1 1 1
S s S0 V2 Ve
V2 1 1 _v2 V21 -1 1 1
o 4 2 2 2 4 2 .
-2 0 0
0 —2—+2 0
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Con esto se comprueba que las soluciones son correctas y procedemos a formar las ecuacion matricial
del movimiento.

! !

i [ 2 0 0 )
W iy, |=— 0 —2-v2 0 i
iy T\ o 0 —2+v2/) \ 4

Esta ecuacién matricial representa el siguiente sistema de tres ecuaciones diferenciales, cada una de
estas describe el movimiento armoénico simple.

) —2T
x = x
1 ma 1
(=2 —V2)T |
€T =
2 ma 2
) (—2+V2)T
Ty = T3
ma

Estas ecuaciones tienen las siguientes soluciones:

! 2T
&y = bycos(y/ %t + 1)

.. 2
Iy = bocos( Tt—i—fyg)

I3 = bzcos(

Observacion 5.16 Para encontrar con mayor facilidad la solucion diferencial de estas ecuaciones véase
las ecuaciones (5.19) y (5.20) de la seccion de conocimientos previos de esta aplicacion.

En las soluciones by, ba, b3, 1,72 ¥ 73 son constantes de integracion en el tiempo (¢ = 0). Estas constan-
tes en la fisica se interpretan como el estandar del movimiento armonico simple (M.A.S), donde by, be, b3 y
3 son amplitudes y v1,v2 y 7v3 son fases. Estas no se explicitardn de modo fisico, solo se nombraran para
dar un mayor sentido al tipo de soluciones a las cuales nos referimos.

A las coordenadas x’l, :L"2 y m;) en las que el movimiento de las particulas se describen con mas facilidad
se les llaman coordenadas normales del movimiento. estas se pueden obtener de la siguiente forma:

Sea
r = Czr
T 11 1 i
9 | = V2 V2 iy
3 -1 1 1 iy
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! ! ! .
Reemplazando z, x5 y x5 se obtiene:

I 1
2T 2 2)T
9 | =b cos(\/%t—i-')q) 0 + by cos( Mt—k’m) -

I—‘S)—‘
[\V]

s 1 ma
(2-V2)T L
+bzcos(\| ————t+73) | V2
ma ]

Luego, el movimiento es la combinacioén de los siguientes tres modos:

= Modo 1
I 1
2T
o | =b cos(\/%t—i-’n) 0
I3 -1
donde o =0y z3 = —17
= Modo 2
I 1
24+ V2)T
xzg | = by cos( (W:a[)t—k'yg) —V2
I3 1

donde z9 = —\/x1 y T3 = 11

= Modo 3
2 | = bz cos( Tt +73) [ V2
I3 1

donde z9 = /11y T3 = T

La combinacién lineal determinada por by, bs y b3 nos da la combinacion real. Cada una de estos es un
M.A.S de una particula. Los modos descritos se les llaman modos normales de oscilacion.

5.6. Ejercicios Propuestos

1. Dada la ecuacion de la conica z? + 2zy + y? — 8z + 8y = 0, identificar la conica, expresarla en su
forma canénica y graficarla.

2. Dada la ecuacion de la cénica 5z% + 6zy + 5y? — 4z + 4y = 4, identificar la cénica, expresarla en su
forma canénica y graficarla.
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10.

. Demuestre que si a # ¢, el término zy en la ecuacién cuadritica az? + bxry + cy?> = d se elimina

rotando en un angulo 6, si 6 estd dado por

a—cC

t 20 =
co 5

. Dada la ecuacion de segundo grado en dos variables 2 + 10zy + y> — 1 = 0, demuestre que esta

representa una conica degenerada.

. Dada la ecuacion 22 + 2yz + 4z + 1 = 0, representa un hiperboloide de una hoja.

. Considere la poblaciéon de pajaros dada por:

0 3 0
A‘<0,4 0,6) p°_<12)

a) Encuentre el nimero de pajaros hembras adultos y jovenes después de 2, 5, 10 y 20 afios. Después
encuentre las razones a la larga de pj,,/pen y de T, /T,—1 y demuestre que a la larga la razon
pj,n/pa,n se acerca al valor limite k/\;.

b) Verifique que el valor propio de mayor magnitud A1 es positivo con multiplicidad algebrai-
ca 1, que existe un vector propio asociado cuyas componentes son todas positivas y que el
otro valor propio es estrictamente menor en magnitud. Compare este valor propio mayor con
limy, 00 T /Tn—1. Expliqué porqué estos nameros indican que la poblacion esta creciendo.

c¢) Demuestre que si a = 3, entonces, a la larga, la poblacion de pajaros aumentara siempre si cada
hembra adulto produce una hembra entre sus crios.

En una ciudad existen dos partidos politicos, uno de derechas y otro de izquierdas. Los alcaldes son
elegidos por un periodo de un ano y se ha observado que la probabilidad de que a un alcalde de
derechas suceda otro del mismo signo politico es 3/5 y que a un alcalde de izquierdas siga otro de
izquierdas es 1/2. ;Cudl seran las probabilidades de cada partido en el ano 20107

. La region de ventas de un vendedor la componen tres ciudades A, B y C. Nunca vende en la misma

ciudad en dias seguidos. Si vende en la ciudad A, entonces al dia siguiente vende en la ciudad B. Sin
embargo, si vende en una de las dos B o C, entonces al dia siguiente est& en doble posibilidad tanto
para vender en A como en la otra ciudad . A la larga con qué frecuencia (en

. En Smalltown, al 90 % de los dias soleados siguen dias soleados, y al 80 % de los dias nublados siguen

dias nublados. Con esta informacién modelar el clima de Smalltown como cadena de Markov.

En relacién con el problema anterior, suponga que el tiempo de manana en Smalltown depende del
tiempo que haya prevalecido los altimos dos dias, como sigue; (1) Si los tltimos dos dias han sido
soleados, entonces el 95serd soleado. (2) Si ayer estuvo nublado y hoy soleado, entonces el 70 % de
las veces manana estaré soleado. (3) Si ayer estuvo soleado y hoy esta nublado, entonces el 60 %, de
las veces manana estara nublado. (4) Si los ultimos dos dias fueron nublados, entonces el 80 % de
las veces manana serd nublado. Con esta informacién modele el clima de Smalltown como cadena
de Markov. Si el tiempo de manana dependiera del de los ultimos tres dias, jcuéntos estados se
necesitarian para modelar el clima como cadena de Markov?

Nota: El método que se usa en este problema se puede aplicar para modelar un proceso estocastico
de tiempo discreto como cadena de Markov. aun si X;4; depende de los estados anteriores a X, tal
como X;_1 en este ejemplo.
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—_
Eg] —= X, —= X, —

11. Resuelva los ejercicios para 2 y 4 particulas (como muestran las figuras siguientes)indicando:

a) Ecuaciones del Movimiento
b) Forma Matricial
c) Valores y Vectores Propios

d) Modos Normales de Vibracién y Soluciones respectivamente.



124 5 Valores y Vectores Propios




CAPITULO 6

Programacion Lineal

6.1. Introduccion

Como el lector puede observar en el indice, con este capitulo se finaliza el Seminario, el cual se inicia
respondiendo a la pregunta ;Qué es la Programaciéon Lineal?. Después de responder a esta pregunta se
recordaran de cursos de Ensefianza Media las inecuaciones de 2 variables, y para cursos méas avanzados,
sistemas y problemas de optimizaciéon de una funcién sujeta a restricciones en su forma general.

En la seccion (6.6) y (6.7) veremos la forma geométrica y algebraica del modelo de dos variables que
describiremos, luego se vera una aplicaciéon Nutricion.

En otra seccién, analizaremos el Método Simplex en su forma geométrica, y se enunciaran sugerencias
para formular un modelo de Programacién Lineal. Posteriormente se definirdn los Tipos de Soluciones:
Factible, Basica y Factible Bésica.

En la seccion (6.13) se describira el Algoritmo Simplex para construir la tabla inicial, incluir las variables
de holgura necesarias y utilizar el procedimiento descrito para obtener la solucién 6ptima del problema
que presentaremos.

Finalmente, analizaremos el Analisis Matricial del Método Simplex, para el caso de minimizar la funcién
objetivo y construir la forma generalizada de la tabla inicial. Asi se determinara la condiciéon de entrada
— gélida, y como extraer la forma matricial de cada iteracion de la tabla inicial hasta determinar cuando
terminan las iteraciones.

125
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6.2. ;Qué es la programacion lineal?

La programacion lineal es una técnica matematica de optimizacioén. En todo problema de programaciéon
lineal hay que tomar ciertas decisiones. Estas se representan con variables de decision x; que se utilizan
en el modelo de programacién lineal. La estructura béasica de un problema de este tipo es maximizar o
minimizar la funcién objetivo, satisfaciendo al mismo tiempo un grupo de condiciones restrictivas. Dicha
funcién es una representaciéon matemética de la meta global formulada en funcién de las variables de
decision ;. Las restricciones de un problema de programacion lineal pueden representarse con ecuaciones
o con desigualdades (de tipo < y/o >).

Nos centraremos para empezar en aquellos problemas simples de programaciéon lineal, los que tienen
solamente 2 variables, problemas bidimensionales. Para los problemas de mas variables, el procedimiento
no es tan sencillo y se resuelven por el llamado método Simplex (ideado por G.B.Danzig, mateméatico
estadounidense en 1951). Recientemente (1984) el matemético indio establecido en Estados Unidos, Na-
renda Karmarkar, ha encontrado un algoritmo, llamado algoritmo de Karmarkar, que es més rapido que
el método simplex en ciertos casos, el lector que requiera profundizar més en este tema se le recomienda
investigar el procedimiento de Karmarkar.

Asi los problemas del tipo en que intervienen gran nimero de variables son implementados en ordena-
dores para su resolucién, debido a que la dificultad para encontrar una solucién 6ptima o factible cualquiera
sea el caso aumenta considerablemente.

6.3. Inecuaciones Lineales

6.3.1. Inecuaciones lineales con 2 variables

Una inecuacion lineal con 2 variables es una expresion de la forma:

ar+by < ¢

(donde el simbolo < puede ser también >, < o bien >), donde a,b y ¢ son nimeros reales y x e y las
incognitas.

Para resolver estas inecuaciones, recordard de otros cursos que debe representar graficamente en el
plano la recta dada por la correspondiente ecuacién lineal y marcar una de las dos regiones en que dicha
recta divide al plano.

Ejemplo 6.1 Si queremos resolver la inecuacion: 2z + 3y > 3, representamos en primer lugar la recta
20 +3y =3

La recta divide al plano en dos regiones, una de las cuales es la solucién de la inecuacién. Para saber
qué parte es, hay dos procedimientos:

1. Se despeja y de la inecuacién, poniendo cuidado en que si en una inecuacién multiplicamos o divi-
dimos por un niimero negativo, la desigualdad cambia de sentido. En este caso tendriamos que:

-3 -2z

>
vy = 3

Observando el dibujo vemos que la recta divide al eje de ordenadas y en dos partes. La solucién de
la inecuacion seria aquella parte en la que y sea mayor que la recta, es decir, la parte superior.
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=3

Figura 6.1: Solucién de la inecuacion lineal

2. Se toma un punto cualquiera que no pertenezca a la recta, por ejemplo el (1,2). Para que dicho punto
sea solucidn, se debe cumplir la desigualdad, por lo que sustituimos en la inecuacién inicial el punto
(1,2):2-1+ 3.2 > 3, es decir, 8 > 3.

Como esta ultima desigualdad es evidentemente cierta, concluimos que el punto (1,2) es solucion
y por tanto el semiplano que contiene al (1,2) es la solucion, es decir el semiplano superior, como
habiamos obtenido antes.

Cualquiera de los procedimientos es valido.

6.3.2. Sistema de inecuaciones lineales con 2 variables

Un sistema de inecuaciones lineales es un conjunto de inecuaciones del tipo anterior y resolverlo con-
sistird en resolver graficamente cada inecuacion (como en el caso anterior), representar la solucién en un
mismo gréafico y la solucion finalmente serd la interseccion de todas las soluciones.

Ejemplo 6.2 Resolver el sistema de inecuaciones siguiente:

2c+3y > -3
2c—y—9 < O
20 — 5y —5 >
Si representamos las rectas:
20 +3y = -3 (recta )
20 —y—9 = 0 (recta )
20 —by—5 = 0 (recta t)

El tridngulo achurado es la solucién del sistema.
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Figura 6.2: Solucion del sistema de inecuaciones lineales

Ademas, para los problemas de programacion lineal es necesario calcular las coordenadas de los vértices
de la region solucién. Su calculo se reduce a resolver sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas,
que provienen de igualar las ecuaciones de las rectas correspondientes. En el ejemplo anterior si queremos
el punto interseccién de las rectas r y ¢ tendremos que resolver el sistema formado por:

2r4+3y = -3
2c—y—9 = 0

luego

20 —y—9 =

Sumando —4y =12 = y = —3.
Sustituyendo queda 2z 4+ 3(—3) = —3, es decir 2z — 9 = —3, y entonces x = 3. Luego r y ¢ se cortan en el
punto (3,-3). Los otros dos puntos se dejan como ejercicio al lector.

Rectas horizontales y verticales

En ocasiones, en estos sistemas, aparecen inecuaciones del tipo x > k o bien y > k, donde falta alguna
de las dos incognitas.

Estas inecuaciones en realidad corresponden a rectas horizontales y verticales (su representacion es
sencilla). Por ejemplo, la inecuacion z < 2 no es méas que el conjunto de puntos a la izquierda de la recta
vertical que pasa por el punto x = 2, graficamente:

Lo mismo ocurre con y < 1, que serd en este caso el semiplano inferior a la recta horizontal y = 1.
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6.4. Problemas de optimizaciéon de una funcién sujeta a res-
tricciones

En un problema de programacion lineal de dos variables x e y se trata de optimizar (hacer méxima o
minima, segin los casos) una funciéon (llamada funcién objetivo) de la forma:

flx,y) = A2+ B-y

sujeta a una serie de restricciones dadas mediante un sistema de inecuaciones lineales del tipo:

Los puntos del plano que cumplen el sistema de desigualdades forman un recinto convexo acotado
(poligonal) o no acotado, llamado region factible del problema. Todos los puntos de dicha regién cumplen
el sistema de desigualdades. Se trata de buscar, entre todos esos puntos, aquel o aquellos que hagan el
valor de f(z,y) maximo o minimo, segin sea el problema.

Los puntos de la regiéon factible se denominan soluciones factibles. De todas esas soluciones factibles,
aquellas que hacen 6Optima (méaxima o minima) la funciéon objetivo se llaman soluciones 6ptimas. En
general,un problema de programacién lineal puede tener una, infinitas o ninguna solucién.

Lo que si se verifica es la siguiente proposicion:

Proposicion 6.1 Si hay una inica solucion dptima, ésta se encuentra en un vértice de la region factible
(Punto esquina), y si hay infinitas soluciones dptimas, se encontrardn en un lado de la region factible.

Observacion 6.1 FEs posible que no haya solucion dptima, pues cuando el recinto es no acotado, la funcion
objetivo puede crecer o decrecer indefinidamente.

Para resolver el problema, podemos abordarlo de dos formas, pero antes de aplicar cualquiera de ellas
siempre hay que dibujar la region factible, resolviendo el sistema de inecuaciones lineales correspondiente,
como se ha visto en los ejemplos anteriores.
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6.4.1. Forma geométrica

En este caso se representa el vector director de la recta que viene dada por la ecuacion de la funciéon
objetivo,
flz,y)=A-z+B-y

que hay que maximizar o minimizar.

El vector director de la recta A -z + B -y viene dado por v = (=B, A). Como lo que nos importa
mayormente es su direccion y no su modulo (longitud), podemos dividir a las coordenadas del vector si los
nimeros son muy grandes, puesto que vectores con coordenadas proporcionales tienen la misma direccion.

Posteriormente, se trazan rectas paralelas a este vector que pasen por los vértices de la region factible
(si es acotada) , o por todo el borde de la region factible (cuéando no es acotada) y se observa en qué vértice
la funcion f se hace maxima (o minima) sin mas que tener en cuenta cual de las rectas tiene mayor (o
menor) ordenada en el origen, es decir, qué recta corta en un punto mayor o menor al eje y.

Ejemplo 6.3 Maximizar la funcion f(x,y) = 2000 -z + 5000 -y  sujeta a las restricciones:

20 +3y > -3
20 —y—-9 <
20 —d5y—5 2>

Figura 6.3: Region Factible

Después de graficar las rectas

2c4+3y = -3
2c—y—9 = 0
20 —by—5 =

achuramos las soluciones de las inecuaciones y obtenemos la interseccién de todas las soluciones, llamada
region factible. En este caso la figura siguiente denota la region factible; cuyos vértices son los puntos
(Oa _l)a (57 1) y (37 _3)'

Como la funcién es f(z,y) = 2000 - z + 5000 - y, el vector director es v = (—5000,2000), que tiene la
misma direccion que el v = (—5,2). Su representacion se muestra en la figura:

Se trata ahora de trazar paralelas al vector que pasen por los vértices anteriores, es decir:
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Figura 6.5: Solucion grafica. Paralelas al vector por los vértices.

Se observa graficamente que de las tres paralelas trazadas, la que corta al eje y en un punto mayor es
la que pasa por el punto (5,1), que por tanto serd la soluciéon éptima al problema de maximos planteado.
Para saber cudl es este valor maximo, sustituimos en la funcion:

f(5,1) =2000 -5+ 5000 - 1 = 10000 + 5000 = 15000

Luego la funcién tiene su solucion optima en (5,1) donde toma el valor 15000.

6.4.2. Forma algebraica

Consiste en sustituir cada uno de los vértices de la regién en la funcién objetivo. La soluciéon 6ptima
vendra dada por aquel que tome el mayor (o menor) valor.
Considerando el mismo ejemplo:

Ejemplo 6.4 Mazimizar la funcion f(x,y) = 2000 -z + 5000 -y  sujeta a las restricciones:

2c+3y > -3
2c—y—9 < O
2c —by—>5 >
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obviamente se obtiene la misma region factible, cuyos vértices eran los puntos (0, —1), (5,1) y (3, —3).
Resolver el problema mediante la forma algebraica consiste en sustituir los vértices:

£(5,1) = 2000545000 -1 = 10000 + 5000 = 15000
£(0,=1) = 20000+ 5000 - (—1) = 0 — 5000 = —5000
£(3,-3) = 20003+ 5000 - (—3) = 6000 — 15000 = —9000

Se observa que el valor méximo se alcanza en el vértice (5,1) y que dicho valor es 15000. Como puede
notar es la misma solucién que se obtuvo mediante la forma geométrica.

6.5. Aplicacién a problemas concretos de 2 variables

El verdadero valor de las técnicas de la programacion lineal consiste en poder aplicarlas a problemas
reales. Resolveremos un problema, mostrando los pasos a seguir para encontrar la solucién 6ptima que lo
satisfaga.

Ejemplo 6.5 Una fdabrica de muebles fabrica dos tipos de sillones, S1 y So. La fabrica cuenta con dos
secciones; carpinteria y tapiceria. Hacer un sillon de tipo Si requiere 1 hora de carpinteria y 2 de tapiceria,
mientras que uno de tipo Sy requiere 3 horas de carpinteria y 1 de tapiceria. El personal de tapiceria
trabaja un total de 80 horas, y el de carpinteria 90. Las ganancias por las ventas de S1 y So (unidad) son,
respectivamente 60 y 30 euros. Calcular ;cudntos sillones de cada tipo hay que hacer para mazimizar las
ganancias?.

Este es un problema tipico en el que hay que usar las técnicas de programacién lineal para encontrar
la solucién que 6ptimiza la funcion objetivo y asi responder a la pregunta del ejemplo. Intentaremos seguir
el siguiente esquema:

1. Leer el enunciado, determinar la funcién objetivo y definir las variables.
En este caso, queremos hacer maximo el beneficio, es decir, queremos maximizar una funcién.
Como queremos determinar las cantidades de sillones Sy y So respectivamente, llamemos

z = n° de unidades de S e
y = n° de unidades de Ss.

La funcién beneficio a maximizar serd : B(z,y) = 60 -z + 30 - y, que es la funcién objetivo.

2. Reordenar los datos del problema y escribir las inecuaciones correspondientes.
En este paso es conveniente el uso de tablas:

Tiempo(horas) | Carpinteria | Tapiceria
St 1 2
Sa 3 1
Disponible 90 80

Tiempo(horas) | Cantidad | Carpinteria | Tapiceria

S X X 2x
Sy y 3y y
Necesario x+3y 2x+y

Disponible 90 80
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De aqui se deduce que:

z+3y < 90
20 4+y < 80
y ademas
r 2
y 2

pues el n° de unidades producidas no puede ser negativo. Ya tenemos por tanto las restricciones.

3. Representar graficamente la regiéon factible, calcular sus vértices y el vector si usamos el método
geomeétrico.
En este caso, representando la region factible:

Figura 6.6: Region Factible

Siendo los vertices A = (0,0), B = (0,30), C = (30,20), D = (40,0). EI vector sera (—30,60),
equivalente a (—10,20).

Graficamente se observa que la solucién no es unica, sino, se encuentran infinitas soluciones en el
lado CD, sobre la recta 22 + y = 80, con = variando desde 30 hasta 40, todas las soluciones son
validas.

4. Sustituir las coordenadas en la funcion objetivo y dar la solucién correcta.

En nuestro ejemplo:

£(0,0) = 0

£(0,30) = 900
£(30,20) = 2400
£(40,0) = 2400
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como f(30,20) = 2400 = f(40, 0) se entiende que hay infinitas soluciones y el beneficio que se obtiene
es 2400 euros.
5. Analizar la soluciéon obtenida en el contexto del problema: ;tiene sentido?.

Debemos interpretar que en el contexto del problema no todas las soluciones son validas, sino que
solo sirven soluciones enteras.

Encontramos por tanto sélo 11 soluciones las cuales se enuncian en la tabla:

S1 130 313233343536 |37|38|39 |40
Se | 201816141210 8 | 6 | 4| 2|0

En cualquiera de estas soluciones el beneficio es de 2400 euros, que es el maximo, bajo las condiciones
del problema.

6.6. ;Qué es el Método Simplex?

Definicion 6.1 (Método Simplex) FEl Método Simplex es una técnica algebraica para resolver los sis-
temas de ecuaciones a partir de problemas de programacion lineal en que ha de optimizarse la funcidn
objetivo. Es un proceso iterativo que indica la solucion factible inicial, posteriormente se busca la existen-
cia de una mejor solucion, que se mide seguin pueda o no mejorarse el valor de la funcion objetivo. Si se
encuentra una solucion mds satisfactoria, se reanudard la bisqueda. Para generar cada solucion sucesiva
se requiere resolver un sistema de ecuaciones lineales. La bisqueda continia hasta que la funcion objetivo
ya no admite mejoramiento.

Antes de iniciar las explicaciones del método simplex, se daré una formula generalizada de un modelo
de programacion lineal, con las siguientes definiciones:

x; =j-ésima variable de decisién
c¢j =coeficiente en la j-ésima variable de decisiéon dentro de la funciéon objetivo
a;; =coeficiente en la i-ésima restricciéon de la j-ésima variable

b; =constante del miembro derecho para la i-ésima restriccién

el modelo generalizado de la programacion lineal puede formularse asi:
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Optimice(Max o Min) z = ciz1+cxa+...+cpxy

sujeta a 41121 + a12%2 + . .. + a1, Ty (<,>,=) b (1)

a2171 + 2T + ... + a3 Ty (£,2,=) b2 (1)
am1T1 + amaZa + ... + GmpTn (§7 >, :) bin (m)
I 2 0
I9 2 0
T, > 0

Este modelo generalizado tiene n variables de decision y m restricciones estructurales. Notese que cada
restriccion estructural no contiene més de una de las condiciones de tipo (<, >, =) asignada a ella. Al
describir el método simplex, se utilizara esporadicamente la notacién de este modelo.

Para describir mejor el método simplex vamos a resolver un problema siguiendo una serie de pasos con
el fin de encontrar una solucién 6ptima.

Maximizar Z = f(z,y) = 3z+2y
sujeto a
2r+y < 18
20 +3y < 42
Jr+y < 24
z > 0
y =2 0

Se consideran las siguientes fases:

1. Convertir las desigualdades en igualdades.

Se introduce una variable de holgura por cada una de las restricciones, para convertirlas en igualda-
des, resultando el sistema de ecuaciones lineales:

22 +y+h = 18
2+ 3y+s = 42
Jr+y+d = 24

2. Igualar la funcién objetivo a cero

Br—2+7Z = 0
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3. Escribir la tabla inicial simplex

En las columnas apareceran todas las variables del problema y en las filas los coeficientes de las
igualdades obtenidas, una fila para cada restricciéon y la dltima fila con los coeficientes de la funcién
objetivo:

Tabla de iteracion N°1

Base | Variable de decision Variable de holgura Valores solucion
X y h s d
h 2 1 1 0 0 18
S 2 3 0 1 0 42
d 3 1 0 0 1 24
Z -3 -2 0 0 0 0

4. Encontrar la variable de decisién que entra en la base y la variable de holgura que sale de la base.

= Para escoger la variable de decision que entra en la base, nos fijamos en la tltima fila, la de

los coeficientes de la funciéon objetivo y escogemos la variable con el coeficiente negativo mayor
(en valor absoluto). En nuestro caso, la variable z de coeficiente -3. Si existiesen dos o més
coeficientes iguales que cumplan la condicion anterior, entonces se elige uno (cualquiera de
ellos).

Si en la ultima fila no existiese ningin coeficiente negativo, significa que se ha alcanzado la
solucién 6ptima. Por tanto, lo que va a determinar el final del proceso de aplicacién del método
del simplex, es que en la ultima fila no haya elementos negativos.

La columna de la variable que entra en la base se llama columna pivote.

Para encontrar la variable de holgura que tiene que salir de la base, se divide cada término
de la dltima columna (valores soluciéon) por el término correspondiente de la columna pivote,
siempre que estos ultimos sean mayores que cero. En nuestro caso: % =9, 472 =21y % =38

Si hubiese algtin elemento menor o igual que cero no se hace dicho cociente. En el caso de
que todos los elementos fuesen menores o iguales a cero, entonces tendriamos una solucién no
acotada y no se puede continuar.

El término de la columna pivote que en la divisién anterior de lugar al menor cociente positivo,
el namero 3 (en nuestro caso; ya que 8 es el minimo), esto indica que la fila de la variable de
holgura que sale de la base es d. Esta fila se denomina fila pivote.

Si al calcular los cocientes dos o mas son iguales, indica que cualquiera de las variables corres-
pondientes pueden salir de la base.

= En la interseccién de la fila pivote y columna pivote tenemos el elemento pivote operacional, 3.

5. Encontrar los coeficientes de la nueva tabla.

Los nuevos coeficientes de z se obtienen dividiendo todos los coeficientes de la fila d por el pivote
operacional 3, que es el que hay que convertir en 1.

A continuacién mediante la eliminacién gaussiana hacemos ceros los términos restantes de la columna,
con lo que obtenemos los nuevos coeficientes de las otras filas incluyendo los de la funcién objetivo

También se puede hacer utilizando el siguiente esquema:
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Fila del pivote:
Nueva fila del pivote= (Vieja fila del pivote) : (Pivote)
Resto de las filas:

Nueva fila= (Vieja fila) - (Coeficiente de la vieja fila en la columna de la variable entrante) x
(Nueva fila del pivote)

Veamoslo con un ejemplo una vez calculada la fila del pivote (fila de = en la Tabla de iteracion

N°2):
Vieja fila de s 2 3 01 0 42
Coeficiente 21 2 (212 2 2
X | X | x| x| x | x
Nueva fila pivote | 1 | 1/3 | 0 | 0 | 1/3 | 8
Nueva filades [0 [7/3 |0 |1 |-2/3]26

Tabla de iteracion N°2

Base | Variable de decision Variable de holgura Valores solucion
X y h s d
h 0 1/3 1 0 -2/3 2
s 0 7/3 0 1 -2/3 26
d 1 1/3 0 0 1/3 8
Z 0 -1 0 0 1 24

Como en los elementos de la dltima fila hay un ntamero negativo, -1, significa que no hemos llegado
todavia a la solucién 6ptima. Hay que repetir el proceso:

= La variable que entra en la base es y, por ser la variable que corresponde al coeficiente -1

= Para calcular la variable que sale, dividimos los términos de la dltima columna entre los términos
correspondientes de la nueva columna pivote: —2= = 6, 2o = 78 ~ 11,1428 y 1/% =24 y como

3=073=
el menor cociente positivo es 6, tenemos que la variable de holgura que sale es h.

» El elemento pivote, que ahora hay que hacer 1, es 1/3.
Operando de forma analoga a la anterior obtenemos la tabla:

Tabla de iteracién N°3

Base | Variable de decision Variable de holgura Valores solucién
X y h S d
h 0 1 3 0 -2 6
s 0 0 -7 0 12
d 1 0 -1 0 1 6
Z 0 0 3 0 -1 30

Como en los elementos de la dltima fila hay uno negativo, -1, significa que no hemos llegado todavia
a la solucién o6ptima. Hay que repetir el proceso:
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= La variable que entra en la base es d, por ser la variable que corresponde al coeficiente -1

= Para calcular la variable que sale, dividimos los términos de la dltima columna entre los términos
correspondientes de la nueva columna pivote: % = -3, % =3y % = 6 y como el menor cociente
positivo es 3, tenemos que la variable de holgura que sale es s.

= El elemento pivote que ahora hay que hacer 1, es 4.

Obtenemos la tabla:

Tabla de iteracion N°4

Base | Variable de decision Variable de holgura Valores solucion
X y h s d
h 0 1 -1/2 0 0 12
s 0 0 -7/4 0 1 3
d 1 0 -3/4 0 0 3
Z 0 0 5/4 0 0 33

Como todos los coeficientes de la fila de la funcién objetivo son positivos, hemos llegado a la solucion
o6ptima.

Los solucion 6ptima viene dada por el valor de Z en la columna de los valores solucién, en nuestro caso
33. En la misma columna se puede observar el vértice donde se alcanza, observando las filas correspondientes
a las variables de decision que han entrado en la base: D(3,12).

Observacion 6.2 = Sien el problema de mazimizar apareciesen como restricciones inecuaciones de la
forma: ax + by < ¢; multiplicdindolas por - 1 se transforman en inecuaciones de la forma —az —by >
—c y estamos en el caso anterior.

w Si en lugar de mazimizar se trata de un problema de minimizar se sigue el mismo proceso, pero
cambiando el sentido del criterio, es decir, para entrar en la base se elige la variable (cuyo valor en
la fila de la funcién objetivo) sea el mayor de los positivos. El proceso (iteraciones) se finaliza cuando
todos los coeficientes de la fila de la funcidn objetivo son negativos.

6.6.1. Interpretacién geométrica del método simplex

Las tablas sucesivas que hemos construido van proporcionando el valor de la funcién objetivo en los
distintos vértices, ajustandose a la vez los coeficientes de las variables iniciales y de holgura.

En la primera iteracion (Tabla N°1) han permanecido todos los coeficientes iguales, se ha calculado el
valor de la funcion objetivo en el vértice A(0,0), siendo este 0.

A continuacién se desplaza por la arista AB, calculando el valor de f hasta llegar a B. Este paso aporta
la Tabla N°2.

En esta segunda iteracion se ha calculado el valor que corresponde al vértice B(8,0) — Z = f(8,0) =
24. Sigue por la arista BC' hasta llegar a C, donde se para y despliega los datos de la Tabla N°3. En esta
tercera iteracion se ha calculado el valor que corresponde al vértice C(6,6) — Z = f(6,6) = 30.

Continta haciendo célculos a través de la arista C'D hasta llegar al vértice D. Los datos que se reflejan
son los de la Tabla N°4. Concluye con esta tabla, advirtiendo que ha terminado (antes ha comprobado
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que la soluciéon no mejora al desplazarse por la arista DFE) El valor maximo de la funciéon objetivo es 33,
y corresponde a x = 3 e y = 12 (vértice D).

Si calcula el valor de la funcion objetivo en el vértice £(0,14), su valor no supera el valor 33.

Para mayor claridad de la interpretaciéon geométrica del Método Simplex veremos a continuaciéon un
ejemplo orientado a la nutricion.

ACD,0) Ei 2,00

Figura 6.7: Solucion grafica

6.6.1.1. Aplicacién a la Nutricién

Ejemplo 6.6 Imaginemos que las necesidades semanales minimas de una persona en proteinas, hidratos
de carbono y grasas son respectivamente 8, 12 y 9 unidades. Supongamos que debemos obtener un preparado
con esa composicion minima mezclando dos productos A y B, cuyos contenidos por Kg son los que se indican
en la siguiente tabla

Proteinas | Hidratos | Grasas | Coste/Kyg
A 2 6 1 600
B 1 1 3 400

Responder:

a) ;Cudntos Kg de cada producto deberdn comprarse semanalmente para que el costo de preparar la dieta
sea minimo? (Solucion factible)

b) ;Cudntos Kg de cada producto deberiamos comprar si el precio de A subiera a 1.000 pts/Kg?

Para dar una solucién a este problema tipico de dieta, se procederd a resolver no por tabulacién o
método algebraico, sino, por el método geométrico.

Primero definimos las variables, llamamos
z al namero de kilogramos usados del producto A e
y al nimero de kilogramos usados del producto B.

El problema nos indica que tenemos que encontrar el minimo de la funcién objetivo con sus correspon-
dientes restricciones.
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Nuestro problema en la forma estdndar queda:

Min  f(z,y) = z = 600z + 400y

2c+y > 8

6z +y > 12

z+3y >
T,y >

Para poder dar solucion a este problema, se graficaran las inecuaciones, resultando la siguiente grafica:

Y e

Figura 6.8: Solucion grafica

a) Solucién Factible Optima
Si observamos el grafico nos podremos fijar que existen 3 puntos de la region F' que son soluciones
factibles y por paralelelismo con la recta de beneficio nulo Z vemos que R(3,2) es el punto minimo.
Por tanto, deben comprarse 3 kg. de A y 2 kg. de B para que el gasto sea minimo.

b) Valor del Programa Lineal
Cuando la funcién objetivo es F/(X) = 600z + 400y el valor del programa lineal (gasto) es 2.600 pts.

Si la funcion objetivo es F(X) = 100z + 400y la solucion 6ptima esta en el punto Q(1,6) y el valor
del programa lineal (gasto) es 3.400 pts.
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6.7. Sugerencias para formular modelos de programacién li-
neal

Las sugerencias para formular modelos de programacion lineal son:
1. Leer comprensivamente el problema.

2. Identificar las variables de decision y luego enumerarlas para dar una definicién escrita que describan
las variables del problema.

3. Identificar el objetivo que ha de maximizar o minimizar.

4. Identificar las restricciones estructurales, para eso responder ;Qué condiciones deben satisfacerse
cuando se asignan valores a la variables de decision? ; Qué restricciones prohiben llevar a la infinidad
(positivas o negativas) el valor de la funcion objetivo?

5. Formular por escrito el modelo matematico, sin olvidar las restricciones de no negatividad.

6.8. Tipos de soluciones

Definiciones:

» Definiciéon 6.2 (Solucion Factible) Es cualquier conjunto de valores de k variables que satisfacen
tanto las restricciones estructurales como la no negatividad.

» Definiciéon 6.3 (Solucion Basica) Es cualquier solucion que se obtiene al hacer igual a 0 las
variables (k —m), o aquellas a las que se han asignado valores 0, se llaman variables no bdsicas.

» Definiciéon 6.4 (Solucion Factible Basica) Es una solucion bdsica que ademds cumple con las
restricciones de no negatividad.

Una vez que los problemas de programacién lineal han sido convertidos en la forma estandar en que
todas las restricciones se reformulan como igualdades y se han agregado variables complementarias. El
sistema resultante tiene mas variables que ecuaciones. Supongase que tenemos un problema que posea
m restricciones de tipo (<) y n variables de decision. Al ser transformado en su forma estandar, habra
m restriciones estructurales, n variables de decision y m variables de holgura. Por tanto, el sistema de
restricciones puede considerarse un sistema m x (n + m) donde m < n + m. Es decir, el namero de
ecuaciones es menor que el de variables.

6.9. Algoritmo Simplex

1. Escribir la matriz aumentada del sistema de ecuaciones. Esta recibe el nombre de tabla inicial
simplex.

2. Localizar el elemento negativo en la tltima fila, que no sea el dltimo elemento con la mayor magnitud
(si dos 0 mas entradas comparten esta propiedad, cualquiera de ellas se puede elegir). Si todas las
entradas son no negativas, la tabla se encuentra en su forma final.
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3. Dividir cada elemento positivo de la columna definida por esta entrada negativa entre el elemento
correspondiente de la ultima columna.

4. Elegir el divisor que arroje el cociente més pequeno. Este elemento recibe el nombre de elemento
pivote (si dos o més elementos comparten esta propiedad, cualquiera de ellos se puede elegir como
pivote).

5. Utilizar operaciones por filas para crear un 1 en la ubicacién del pivote y 0 en cualquier otra parte
de la columna pivote.

6. Repetir los pasos 2 y 5 hasta eliminar los elementos negativos de la dltima fila. La matriz final recibe
el nombre de tabla final simplex, esta permite obtener la solucién 6ptima.

Observacion 6.3 Un problema relacionado con la determinacion del valor minimo de una funcion objetivo
f se puede resolver al considerar el valor mdzimo de —f, el valor negativo de f, en la misma region factible,
el resultado general es el siguiente: El valor minimo de una funcion f en una region S ocurre en €l o los
puntos de valor mdzimo de —f, lo cual corresponde al negativo de dicho valor mdzimo.

6.10. Aplicaciéon

Una aplicacién de suma importancia para este texto, es el Anélisis matricial del método simplex, y la
forma de la base (tabla inicial), para encontrar una solucién 6ptima del problema; a continuacion se dara
la explicacion de este.

6.10.1. Analisis Matricial del método simplex

Recordemos que todo problema de Programacion lineal (P.L) podemos expresarlo mediante el siguiente
formato estdndar para desigualdades.

minZ = cx1+czT2+ ...+ cpTy
a1x1+ ... +apzr, < b1

A1 T1 + -+ QpTn < by

B Ny tricial mine@ - 7
n notacién matricia —
A7 < b

La forma estandar una vez agregadas las variables de holgura y exceso necesarias, es:

Lr
Ax =
zxr > 0

Observacion 6.4 Los componentes del vector b deben ser mayor o igual a cero.

2. En cada iteracion los componentes del vector x se dividen en:
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= Las variables bdsicas (V.B) : Xg y

» Las variables no basicas (V.N.B) : Xp
Con esta nueva nomenclatura el problema se puede reescribir como:
min ¢ Xp +chXp

BXgp+DXp =
Xg,Xp > 0

Es decir, la matriz B es una matriz de m x m que debe ser de rango maximo.
Si multiplicamos la restriccién en ambos lados por B~! nos queda:

B™Y(BXp+DXp) = B7'b
B 'BXp+ B 'DXp = B
I,Xg+B 'DXp = B %

= Xgp = B 'b-B'DXp

Reemplazando en la funcion objetivo queda:

o = cEB7 b+ (ch - cEBT'D)Xp
Ahora nuestro problema adquiere la siguiente forma
min  c5B7'o + (ch, — cEBT'D)Xp

Xp+B'DXp = B
Xg,Xp =2 0

Si todos los elementos de B~1'b son no negativos, la soluciéon que se obtuvo en esa iteracién corresponde
a una solucién factible del problema

O sea, Xp =B 16Xp =0

El valor de la funcién objetivo es: v = ch_lb

Si analizamos el problema en una tabla que la llamaremos tabla inicial queda:

Xg | Xp
B D | b
cg CIT) 0

Luego nuestra tabla inicial correspondiente a una solucién bésica es

Xgp Xp
I B~'D B~ b
0 | ch—cEB™'D|-cEB™'b

Si definimos los elementos del vector que llamaremos vector de costos reducidos:
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r% = c%—c%B_lD

estos son no negativos, la soluciéon basica factible es también 6ptima.

Observe que cada elemento de este vector puede expresarse como c; — chlej donde ¢; y Dj corres-
ponden al coeficiente asociado a la variable X, respectivamente.

Para facilitar el entendimiento de los enunciados anteriores se procedera a resolver un ejemplo ilustra-
tivo, caracterizando la forma matricial de este, hasta encontrar la solucién éptima.

Ejemplo 6.7
Min Z=-X;—-2X5—-3X3

s.a —3X1 42X+ X3
—Xi +2Xy — X3
X1+ X9 +4X3

2
4
)
X1, X9, X3 0

(AR VAR VAR VAN

Para transformar el problema a formato estandar hay que agregar tres variables de holgura, que forman
ademas la base inicial.
Min 7Z=-X;—2X;—3X3

s.a —3X1+2Xo+ X3+ Xy
—X1+2Xo - X3+ X5 =
X1+ Xo+4X3+Xs =
X1, X9, X3, Xy, X5, X6 >

S Ot N

Sean las variables basicas y no bésicas Xp = X4, X5, X5 y Xp = X1, X9, X3
Luego las matrices iniciales son:

1 00 -3 2 1
B=B1'=[01 0|, D= -1 2 -1
001 1 1 4

2 0 -1

b=1| 4 cg=1 0 cp = —2

5 0 -3

Por consiguiente, la tabla inicial es:

[ X0 [Xo [ X5 [ Xy [ X5 [Xe [ [| ]
321100 2]Xs
A 211011 [[4]X;
T 14070/ 1][5]|Xs

11 f3]ofJofofof |

Observacion 6.5 El vector cg es nulo, por lo tanto rg = cg

2. Todas las variables no basicas (V.N.B) tienen costo reducido negativo

3. min{—1,-2,-3} = =3 = X3 entra a la base.
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. Para la variable saliente debemos realizar el cuociente entre los elementos de la columna de B~'b y los

elementos positivos de la columna de D asociado a X3 : min{%,g = % = Xg sale de la base.

. La prézima tabla la podemos obtener pivoteando (mediante operaciones filas) en la posicion de X3 de la
tercera fila, o bien simplemente redefiniendo las matrices del problema acorde a la nueva base.
XB = X47 X5a X3

. Las variables no bdsicas (V.N.B) son Xp = X1, X1, X¢. Las nuevas matrices asociadas a esta nueva base

son:

10 1 1 0 1/4 -3 20
B=|01 -1 ]|=B'=101 -1/4 |, D= -1 2 0
00 4 0 0 1/4 1 11
2 0 —1
b=\ 4 |, cp= 0 , ¢cp=1| —2
5 -3 0

Observacion 6.6 Es importante mantener muy claro el orden en que las variables forman el conjunto
Xp y Xp de modo de garantizar consistencia.

Las matrices de la nueva tabla son:

—13/4 7/4 —1/4
B'D=| -3/4 9/4 1/4 |,
1/4 1/4 1/4

3/4
B~'b=| 21/4
5/4
—1/4
=rp = (clT) - chle)T =| —-5/4
3/4
Luego
—15
T -1
B7b = —
Cp 4

Esto es equivalente a la siguiente tabla:

L X [ X [ X5 X[ X5 X | [ |

A3/4] /a0 1o [-1/4] 3/4 [ Xy
3/4 941001 [1/4]21/4] X5
1/4 [1/4] 11070 [1/4] 5/4 X5
| -1/4 [-5/4] 0] 0] 0][3/4]15/4] \

Observacion 6.7 FEsta tabla es la misma si se hubiera realizado operaciones fila en el casillero de la tercera
fila y tercera columna.
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Pero, ;Es esta una solucion 6ptima? No

El min{=t, 5>} = = = X entra a la base
El min{2,21,5} =3 = X, sale de la base

Pivoteando obtenemos

L X [Xo [Xs | Xe (X[ X6 [ [ |
-13/7 | 1 0 | 4/7 | 0 |-1/7 1 3/7 || Xo
24/7 | 0 | O | -9/7 | 1 | 4/7 || 30/7 || X5
5/7 0 L[ -1/7 | 0 | 2/7 || 8/7 || X3

|-18/7] 0] 0 [5/7]0[4/7][30/7] |
observamos que las (V.B) y (V.N.B) son Xp = X5, X3, Xo vy Xp = X1, X¢, X4
Ahora ;jEstamos en la solucién éptima? Adan No

=18 = X, entra a la base
El mz’n{g, %,% = % = X5 sale de la base

Al lector se le dejara que formule las nuevas tablas en forma matricial y llege a la solucién 6ptima del
problema.
Para llegar a la solucién debemos pivotear nuevamente:

|

L[ Xo [Xs [ Xa [ X5 [ Xe | [
0 [-1/8[-13/24 [ 1/6 || 11/4 || X,
0 [-3/8] 7/24 |[1/6 ] 5/4 | X3
1
0

1/8 | -5/24 [1/6 || 1/4 || X3
|-1/4] 3/4 [ 1 [[15/2] \

X
0 1
1 0
0 0
0 0

[ 0 ]

~

(X[ X [Xa [Xa | X5 [ X || [ ]
0 1 1 0 | 1/3 |1/3 | 3] Xz
1 0 3 0 |-1/3]12/3]| 2] X
0 0 8 1 [-5/314/3 1] 2| X4
(ofJof2]of1B[4B]8] |
Si observamos, todos los costos reducidos en la ultima fila de la tabla son mayores o iguales a cero, nos
dice que hemos encontrado nuestra solucién éptima, cuales son:

X, = 2
Xy = 3
X3 =0
Xy = 2
X5 = 0
Xg = 0
Es decir el valor 6ptimo es o = —8.
El lector puede deducir que en la pentltima tabla ¢ = _T15 y la tdltima tabla ¥ = —8, son soluciones

posibles, pero o = —8, es el valor 6ptimo més factible.
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6.11. Ejercicios Propuestos

1.

Representar el conjunto de puntos que satisfacen simultdneamente las inecuaciones: x <2 ; z > —2
sy < L

. Dada la regién del plano definida por las inecuaciones: z4+y —12>0;0<z <3;0 <y < 2. ;Para

qué valores de la region es méxima la funciéon 7 = bx + 2y?

. Se considera el recinto plano de la figura en el que estdn incluidos los tres lados y los tres vértices

de las rectas asociadas a las siguientes desigualdades:

1A B
—Oi B —

a) Hallar las inecuaciones que definen el recinto.

b) Maximizar la funcion Z = 3z — 6y sujeta a las restricciones del recinto.

4. Resolver graficamente y algebraicamente el siguiente problema de programacion lineal:

D.

MaximizarZ = 0,75x + vy
sar+3y < 15
or +y < 20
3z +4y < 24
z >
y >

Desde dos almacenes A y B, se tiene que distribuir fruta a tres mercados de la ciudad. El almacén A
dispone de 10 toneladas de fruta diarias y el B de 15 toneladas, que se reparten en su totalidad. Los
dos primeros mercados necesitan, diariamente, 8 toneladas de fruta, mientras que el tercero necesita
9 toneladas diarias. El coste del transporte desde cada almacén a cada mercado viene dado por el
siguiente cuadro:

Almacén | Mercado 1 | Mercado 2 | Mercado 3
A 10 15 20
B 15 10 10
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Planificar el transporte para que el coste sea minimo.

6. Los siguientes ejercicios resuelvalos utilizando la forma matricial del método simplex y compruebelos
con las tablas de iteracién, hallando la solucién éptima.

a)

MaximizarZ = 10X; + 14X,

s.adX; +6Xo < 24
2X:1+6X, < 20

X; >

Xy >

b)
MaximizarZ = 3X; —9Xo —5X374X,

s.aX) +4X, +5X3+8Xy < 8
X1 +2Xo+6X3+4Xy < 4
X, > 0
X, > 0
X3 > 0
> 0

X4



Conclusiones

Durante el desarrollo de las distintas etapas de esta investigaciéon llegamos a la conclusion que:

Buscamos de alguna manera poder entregar un aporte a la Carrera de Pedagogia en Educaciéon
Matematica, como una forma de agradecer a la Universidad del Bio-Bio, por los saberes que aqui
hemos encontrado.

Ampliamos nuestros conocimientos mas alla del &mbito téorico conocido mientras realizamos el curso
Algebra Lineal en nuestra carrera, mas aun, profundizamos en aplicaciones pertenecientes a areas
tan diversas como son: la Arqueologia, Sociologia, Fisica, Criptografia, Prediccion del tiempo, entre
otros. Lo que nos permiti¢ indagar y darnos cuenta que los topicos especificamente del Algebra
Lineal se pueden aplicar a otros campos y no sélo a la Mateméatica como Ciencia.

También podemos sugerir el seminario como texto guia para docentes que estan dictando el curso de
Algebra Lineal o a aquellos docentes de Ensefianza Media que incluyen algunos topicos de esta en sus
contenidos, por ejemplo si desean introducir los Sistemas de Ecuaciones, Matrices y sus Propiedades,
Espacios Vectoriales, Espacio con Producto Interno, Valores y Vectores Propios y Programacién
Lineal como una motivacién interesante, llamativa y didactica en el transcurso del curso.

Ademas el seminario estd abierto a profundizar en cada uno de los tépicos aqui tratados, asi también,
en las aplicaciones al poder desarrollar los ejercicios propuestos que estan de complemento en el texto
o elaborar nuevos ejemplos.
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